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TUWINDI HAM ONIN QOLLANILIWLARI

OZGERIWSHI MUGDARLAR

P ARTTIRMALARININ QATNASI HAM
12 ) __ONIN MANISL

@ = J URINBANIN ANIQLAMASI. FUNKCIYA
ARTTIRMASI

Ozgeriwshi mugdarlar arttirmalariniri qatnast

Turli olshem birliklerine iye bolgan eki 6zgeriwshi mugdar qatnasin
esaplaw, insan omirinde tez-tez ushirap turada.

Maselen, avtomashinanin fezligi onin jurgen jolimin waqitqa qatnasi
km/h yaki m/s larda Olshenedi, janilg1 sariplawi bolsa km/litr yaki
100 km/litr lerde Slshenedi.

Tap sonday, basketbolshinin uqiplilig1 bir oyinda toplagan ochkolar sani
menen belgilenedi.

Misal. Oqiw 6ndirislik kompleksinde 11-klass oqiwshilar arasinda tekst
teriwdin sapas1 ham tezligi boymsha smaw otkizilmekte.

Kérim 3 minutta 213 s6zdi terip, 6 imld qateligine,
al Nargiza 4 minutta 260 sozdi terip, 7 imla gateligine jol qoyganlig1 belgili
boldi. Olardin natiyjelerin salistirin.

A Har bir oqiwshi ushin tiyisli qatnaslardi duzemiz:

Karim:
o .. 21386 )
Tekst teriwdin tezligi S.OZ =71 qu ;
3 min min
Tekst teriwdin sapasi 6qate ~0, 0282&‘[6;
213s0z SOz
Nargiza:
o . . 26050z _ S0z
Tekst teriwdin tezligi - - min



7aate ) 0269 991C.
26080z e/
Demek, Karim tekstti Nargizaga qaraganda tezirek tergen bolsa da,

Tekst teriwdin sapasi

Nargiza bul jumist1 sapaliraq orinlagan. A

Shimigiwlar

. Puls jiyiligin tekseriw ushin barmaqlardin ushi arteriya tamir1 6tetugin
jerge qoyiladi hdm soqqilar sanin seziw ushin us1 jeri basiladi.

Madina pulsti 6lshegende bir minutta 67 soqqini sezdi.

a) Puls jiyiliginin ménisin tusindirin. Ol ganday shama (belgi)?

b) Har saatta Madinanin juregi neshe marte uradi?
. Karim uyinde 14 bet tekst terip, 8§ imla qatege jol qoydi. Eger
1 bette ortasha 380 séz bolsa:

a) Kéarimnin tekst teriw sapasin aniqlan ham joqaridagi misalda alingan

natiyje menen salistirin. Karimnin tekst teriw sapasi jagsiland1 ma?

b) Karim 100 séz tergende ortasha gansha gate jiberedi?
. Mérip 12 saat islep 148 m 20 cm, al Murat 13 saat islep 157 m
95 cm salma tazaladi. Olardin miynet onimdarliglarin salistirin.
. Avtomashinanin jana avtoshina protektorinin terenligi 8§ mm di quraydi.
32178 km jargennen son jemiriliw natiyjesinde shina protektorinin
terenligi 2,3 mm bolganlig1 belgili boldi.

a) 1 km araliq jurilgende shina protektorinin terenligi qalay 6zgeredi?

b) 10000 km araliq jurilgende she?
. Madina Qarsh1 qalasinan saat 11:43 te shigip saat 15:49 da Gulistan
qalasina jetip keldi. Eger ol 350 km araliq jargen bolsa, onin ortasha

km
tezligi neshe 7~ boldi?

Misal. Cilindr formasindagi idis suw menen birdey tezlikte toltirilmagqta.

Bunda cilindrli 1d1s ishine waqitqa proporcional bolgan suw (kélemi) quyilip

atirganligr ushin suw gaddinin (biyikliginin) waqitqa baylanis1 sizigh

funkciya kdrinisinde bolad1 (1-siwretke qaran).
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gaddia

wagqt

I-suwret.

Bul jagdayda 1distagr suw gaddinin waqitqa qatnasi (yagniy qaddinin
ozgeriw tezligi) turaqli san bolip gala beredi.
Endi basqa formadag 1dist1 garaymiz (2-suwret):

gqaddi 4

SMh
<
S
2
=

2-suwret.

2-suwrette suw qaddinin 6zgeriw tezliginin waqitqa qatnasi sawlelengen.
I-soraw. 3-sawrette suw quyiwga molsherlengen 1dis korsetilgen.

F—1.0m—]



Daslep onda suw joq edi. Keyin ol «bir sekundta bir litr» tezlikte toltirila
basladi. Suw gqaddinin waqitqa qaray ozgeriwi 4-suwrettegi qaysi grafikte
duris kdrsetilgen?

gaddia a gaddi4
0 > 0 =
waqit waqit
qaddiy c qaddi
0 = 0 =
wagqit waqit
qaddi A e
0 B
wagqit
4-suwret.
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2-soraw. Suw qaddinin waqitqa qaray Ozgeriwi S-suwrettegi
grafiklerde berilgen:

gaddi4 a gaddi A b
O > O >
wagqit waqit
3 . ‘ ‘
qaddi 4 c qaddi d
0 g g
waqit waqit
S-suwret.

Olar 6-suwrettegi qaysi 1dislarga saykes keledi?
a I b . C I d e I

6-suwret.

(7]



Ozgeriwdin ortasha tezligi

Eki  ozgeriwshi  mugdardin  bir-birine  baylanis1  sizigh
funkciya kérinisinde bolsa, bul mugdarlar arttirmalarinin gatnasi turaqh
san boladi.

Eki  ozgeriwshi  mugdardin  bir-birine  baylanis1  s1zigh
funkciya kérinisinde bolmasa, biz bul 6zgeriwshi mugdarlardin berilgen
araliqtag1 ortasha qatnasin taba alamiz. Eger araliq har turli alinsa,
esaplangan ortasha gatnaslar da har turli boladi.

I-misal. Biyik imarattin tobesinen paske gqarap top atilmagta.
Toptin ¢ waqit dawaminda imarattin tobesinen uzaqlasiwi (pasleniwi)
7-sawrettegi grafikte korsetilgen:

40 [ |
M(4,80
50 4.80)/
60
40 / <+ iymek s1z1q
20 F(2.20)
AR .
0 7 4 6 o
7-suwret.

A Grafikte =2 sekundqa saykes bolgan F' nogattt da onnan parigh
(maselen, =4 sekundqa saykes bolgan) M noqatt1 belgileyik. 2<¢<4
wagqit araliginda ortasha tezlik

80—-20 .
% =302 ga ten ekenligin tabamiz.
-2)s s

FM kesindinin muyeshlik koefficienti 30 ga ten ekenligi kérinip tur. A

Soraw. F mnoqatt1 turaqli dep esaplap, 7 nin tomende berilgen
manislerine saykes bolgan M noqatlar ushin FM kesindilerdin muyeshlik
koefficientlerin esaplap, kestelerdi toltirin:

t muyeshlik koefficienti t muyeshlik koefficienti
0 3

1,5 2,5

1,9 2,1

1,99 2,01

Qanday juwmaqqa keldiniz?

Qﬁ



2-nusal. Populyaciyadagi tishqanlar sani hapteler o6tiwi menen
tomendegishe 6zgeredi (8-suwret):

A

T T
tishqanlar sani1 .

350
300

250 e
200
150
100 !

50

hapteler
. >

0 I 2 3 4 5 6 7

§-suwret.

3- ham 6-hapte araliginda tishqanlar sani ortasha qalay o6zgergen?
7 haptelik waqit araliginda she?

A Tishganlar populyaciyasinin ésiw tezligi
(240-110) tishqan _ 43 tishgan
(6-3) hapte hapte

tishganlar san1 haptesine ortasha 43 ke kobeygen.

» yagnty 3- ham 6- hapte araliginda

(315-50) tishqan _,  tishqan
(7-0) hapte hapte

Tap usinday 7 haptede

7 hapte araliginda tishganlar san1 haptesine ortasha 38 ge kdbeygen. A

Uliwma jagdayda: x mugdar a dan b ga shekem d6zgergende y=f(x)
mugdar 6zgeriwinin ortasha tezligi
J(b)-f(a)
b—a

arttirmalar qatnasina ten, bul jerde f (b) — f (a) — funkciya arttirmas, al
b — a argument arttirmasi.

h=b — a dep belgilesek, ortasha tezlik flat+h) =/ (a) rinisti alads.
h
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bolsheginin alimin y=f£(x) funkciyanin argumenti

flat+h)-f(a)
h

x tin h arttirmasima saykes keliwshi arttirmas: dep ataw qabil etilgen.
Bolshektin 6zin bolsa ayirmali qatnas dep ataydi.

Shimigiwlar

6. Nogqattin tuwri boylap jurgen joli waqitqga qalay baylanisqanligi
9-suwrettegi grafikte korsetilgen.

4 jolm
9 o
8
7
6
5
4
4 e
3 ]
2 —]
1 wadqit (s)
& LY
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
9-suwret.
Nogattin
a) daslepki 4 sekund;
b) song1 4 sekund,

¢) 8 sekund dawamindagi ortasha tezligin tabin.
7. Atizga har tarli mugdardag1 (dozadagi) dari menen islew berilgende 1

m? ta bar bolgan ziyanl janlikler saninin 6zgeriwi 10-saiwrettegi grafikte
korsetilgen.
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A

sani (dana/kv.m)

40

30—\

sof 1\

\
AN
10}
N
AN
doza (s)
C
0 2 4 6 8 10 12 14
10-suwret.

a) 1) doza 0 grammnan 10 grammga shekem arttirilsa; 2) 4 grammnan
7 grammga shekem arttirilsa, 1 m? ta bar bolgan ziyanl janlikler saninin
Ozgeriwin tabin.

b) doza 10 grammnan 14 grammga shekem arttirilsa, qanday qubilis juz
beredi?

2) Materialliq nogattin tuwr1 siziq boyinsha qozgalis nizami s() nin
grafigi suwrette berilgen.

a) s(2), s(3), s(5), s(7) sanlar neshege ten?

b) Qays1 araliglarda funkciya 6siwshi?

¢) Qaysi araliqta funkciya kemeyiwshi?

d) s(3)—s(1), s(5)—s(4), s(7)—s(6), s(8)—s(6) arttirmalard1 esaplan.

9“ jol (m)

8

7

6

5

4

3 ¥

5 /

10 waqit (s)
0123456789
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— LIMIT HAQQINDA TUSINIK
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x tin manislerinde 2 den kishi bolip, 2 ge jaqinlasip barganda f{(x)=x>
funkciyanin manisleri kestesin qarayiq:

X 1 1,9 1,99 1,999 1,9999
fx) 1 3,61 3,9601 ~ 3,996 00 | =3,999 60

Kesteden koérinip turganinday, x tin manisleri 2 ge shekem jaqin bola
berse (jaqinlassa), f(x) funkciyanin manisleri 4 sanina jaqinlasa beredi.

Bunday jagdayda x argument (6zgeriwshi) 2 ge shepten jaqinlasqanda
f(x) tin manisleri 4 sanina jaginlasadi deymiz.

Endi x tin manisleri 2 den ulken bolip, 2 ge jaqinlasip bargandagi f(x)=x?
funkciyanin manisleri kestesin qarayiq:

X 3 2,1 2,01 2,001 2,0001
fx) 9 4,41 4,0401 ~ 4,004 00 | =4,000 40

Bunday jagdayda x argument 2 ge onnan jaginlasqanda, f(x) funkciyanin
manisleri 4 sanina jaqinlasad: deymiz.

Jogaridag eki jagdaydi uliwmalastirip, x argument 2 ge jaqinlasqanda,
f(x) tin manisleri 4 sanina jaqinlasad: deymiz ham buni tdmendegishe
Jjazamiz:

limx* =4.
x—2

Bul jaziw bilay oqiladi: x argument 2 ge jaqinlasqanda, f{x)=x*funkciyanin
limiti (shegi) 4 ke ten.

Uliwma jagdayda funkciya limiti (shegi) tusinigine tomendegishe gatnas
jasaladt:

x#a bolip, onin manisleri a sanma jaqinlassa, f(x) tin manisleri
A sanina jaqmnlassin. Bul jagdayda A sanin x a ga jaqinlasqanda f(x)

funkciyanin shegi delinedi ham bilay belgilenedi:
lim f(x)=A.
xX—a
Ayirim jagdaylarda bul jagdaydi x tin manisleri a ga umtilganda f(x)
funkciya 4 ga umtiladi, deymiz.

)



lim ' (x) = A jazaiw ornina x—a da f(x)—4 jaziw da qo6llaniladi .

Esletpe. x a ga umtilganda x+a shartinin orimlaniw ahmiyetliligin aytip
otiw orinl.

2
Misal. x—0 bolganda f (x):ﬂ funkciyanin shegin tabin.
X

Meyli, A x#0 sharti orinlanbasin, yagnity x=0 bolsin. x=0 manisti f{(x) qa
tikkeley qoyip korsek, 9 kérinisindegi aniq emeslikke iye bolamiz.
0

Basqa tarepten, f(x)= M bolgan1 ushin bul funkciya usi
X

5+x,eger x=0 bolsa
Korinisin aladi J)= aniglanbagan, eger x =0 bolsa
y=f(x) funkciyanin grafigi (0; 5) koordinatali noqat1 «alip taslangan» y=x

+ 5 tuwr1 siziq korinisinde boladi (11-sawret):

uziliw nogati

\ 4

11-suwret.

(0; 5) koordinatali noqat y=f(x) funkciyamin #ziliw nogati delinedi.
Korinip turganinday, bul noqattan parigli bolgan nogatlarda x tin
manisleri 0 ge umtilganda f(x) funkciyanin sdykes manisleri 5 ke umtiladi,
yagniy onin shegi bar:
2
Em2XtX _5 A

x—0 X

@



Amelde, funkciya shegin tabiw ushin, kerek bolsa, tiyisli

apiwayilastiriwlardi orinlaw maqsetke muwapiq.

I-misal. Sheklerdi esaplan:

2
b) lim x +3x
x—0 X

2
¢) limX——2

a) limx’
X3 x — 3

x—2

A a) x tin manisleri 2 ge umtilganda x* tin manisleri 4 ke umtiladi,
yagniy limx® =4.

x—2
b) x#0 bolgan1 ushin
2 x(x+3
lim® 3% iy YO 3y =3,
x—0 X x—0 X x—0

¢) x#3 bolgani ushin

2 _ +3)(x-3
im® =9 i O (vr3)=6. a
x—3 x_3 x—3 X — x—3
Shimigiwlar

Shekti esaplan (8—11):
8.3 lim(x+4)

x—3

b) lim(5-2x)

x—-—1

0 lim(3x-1)

x—4

d) im(5x> =3x+2) | e limh®(1—h) f) lim(x> +5).

x—2 h—0 x—0
9.a) lim5 b) lim7 ¢) limc, ¢ — turaqlt san.
x—5 h—2 x—0
2 2
10.2) lim*=3% | b) imZ*5" o im*=l @) lim*.
x—1 X h—2 x—0 x+1 x>0 X
2 2 2
1. 3) lim 3% b) im*X =% ¢ [im2¥ =X
x—0 X x—0 X x—0 X
2 2 _ 3
d) lim2*t0h | o i3 =40y i i =8
h—0 h—0 h—0
2 2 2
g im* =X ) lim¥X=ZX ) [im¥ X6
x—l x—l x—2 x—2 x—3 x—3




12. Tomendegi funkciyalardan qaysi biri x—3 de shekke iye? Usi
shekti tabin.

4 d
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e TUWINDI, ONIN GEOMETRIYALIQ
- HAM FIZIKALiQ MANISI

12-sawrette iymek siz1q, kesindi hdm urinba suwretlengen.

iymek s1ziq

B,
B B,
B,
B,
urinba A
urinba
12-suwret. 13-suwret.

B noqat B,, B,, ... jagdaylard1 izbe-iz qabil etip, 4 noqatqa iymek sizig
boylap jaqinlassa, (13-suwret), sdykes kesiwshilerdin iymek siziqqa A4
noqatinda o6tkizilgen urinba jagdayin aliwga umtilwin intuitiviik tarizde
gabil etemiz:

Bul jagdayda AB tuwrimin muyeshlik koefficienti urinbanin muyeshlik
koefficientine jaqinlasatugini aniq.

1-musal. f{x)=x* funkciyanin grafigine A(1; 1) nogatinda urimnatugin
tuwrinin muyeshlik koefficientin tabin (14-stwret).

/

<V
<V

o'’ 0
14-suwret. 15-suwret.

g



A flx)=x* funkciyanin grafigine tiyisli galegen B(x, x?) noqatt1 korip
shigayiq (15-suwret).
AB tuwrimin muyeshlik koefficienti

S )=/ ) yak1 -1 ge ten.
x—1 x—1

B noqat A noqgatqa iymek siziq boylap jaqinlasqganda, x tin manisi
1 ge umtiladi, bunda x # 1.

Demek, AB tuwrimin muyeshlik koefficienti urmmbanin muyeshlik
koefficienti k£ ga umtiladi, yagniy:
2.1 .. (x+1)(x—1)

k=1lim*—1 =lim
x—l x_l x—l x_l

](x+1) 2,

Solay etip, k<=2 A

y=f(x) funkciya berilgen bolsin. Onin grafigine tiyisli bolgan
A(x, f(x)) ham B(x+h, f (x+h)) noqatlard1 qarayiq (16-suwret).
AB tuwrimin muyeshlik koefficienti

Jx+h)—f(x) f(x+h)—f(x)

xX+h—x h

ayirmali gqatnasqga ten.

B nogat A noqatga iymek siziq boylap jaqinlasqanda #—0, yagniy A
arttirma nolge umtiladi, al 4B kesindi funkciya grafigine 4 nogatinda 6t-
kizilgen urinbaga umtiladi.

Sonin menen birge, AB tuwrinin muyeshlik koefficienti urinbanin
muyeshlik koefficientine jaqinlasadi.

Basqasha aytqanda, ~# tin manisi 0 ge umtilganda galegen (x, f{(x))

nogatinda o&tkizilgen urinbanin muyeshlik koefficenti f (x+h)—f (x)

f(x+h) S (x)

ayirmali qatnastin shek ménisine, yagnty lim manlske ten
boladi.

(7]



1>

A
Jx) b--- . urinbalar
/-: !
SRR
0 * X +h >x 0 * >x
16-suwret. 17-suwret.

x tin us1 shek bar bolgan galegen manisine funkciya grafigine (x, f(x))
noqatinda otkizilgen urimbanin muyeshlik koefficientinin jalgiz manisin
saykes qoyiw mumkin (17-stwret).

J(x+h)—f(x)
h

Demek, lim
h—0

formula jana funkciyani anlatadi.

Mine, ust funkciya y=f(x) funkciyanin tuwindi funkciyasi, yaki
apiway1 qilip tuwindisi dep ataladi.

Amglama. y=f(x) funkciyanin tuwindis1 dep témendegi shekke
(Eger ol bar bolsa) aytiladi:

llmf(x+h)_f(x) (1)

h—0 h

Adette y=f(x) funkciyanm tuwindisif(x) kérinisinde belgilenedi.
Tuwindinmi tabiw ameli differenciallaw delinedi.

d
/'(x) belgilew ornina d_y kérinisinde belgilew de gabil etilgen.
x

Bul belgilewdin «bolshek» korinisinde ekenligin tdmendegishe tusindiriw
mumkin.
Eger arttirmalardi #=Ax, f(x+Ax) — f(x)=Ay dep belgilesek,

J(x+h)—f(x)
h

tan toémendegige iye bolamiz (18-

f'(x)=lim

Ay d
sﬁwret)sz’(xﬂii%;y:d_?



|
I
l
|
0 T X x+Ax X

18-suwret.

Jogaridag1 pikirlerden sonday juwmaqqa kelemiz: y=f(x) funkciya
tuwindisinin x, noqattagr manisi funkciya grafigine usi noqatta otkizilgen
urinbanin muyeshlik koefficientine ten. Tuwindinin geometriyaliq manisi
usidan ib4rat.

2-misal. Materialliq noqat s=s(f) (s — metrlerde,  — sekundlarda 6lshenedi)
nizamga muwapiq tuwri siziq boylap qozgalmaqta. Us1 materialliq nogattin
wagqittin  momentindegi (mawritindegi) tezligi v(r) n1 tabin.

A Momentlik tezlik noqattin kishi waqit aralig1 Az dag1 ortasha tezligi

v(n) = IA%W ga shama menen ten. Az nolge umtilganda bir zamatliq

tezlik hdm ortasha tezlik arasindagi pariq ta nolge umtiladi. Demek,

materialliq noqattin # momenttegi bir zamathiq tezligi

s(t+At)—s(2) =lim£=s'(t) A

v(t) =lim
A0 At A0 Af

Solay etip, f momenttegi bir zamatliq tezlik noqattin qozgalis
nizami s(f) funkciyasinan alingan tuwindiga ten eken.

Tuwindinin fizikaliq mdnisi, mine, usidan ibarat. Uliwma aytganda,
tuwmindi funkciyanin ozgeriw tezligi bolip tabilad.

(o)



Misallar
Tuwind1 aniqlamasinan paydalanip, funkciyalardin tuwindisin tabin.
L= 2.f()=5 3. f()=x*~Tx+5
L= 5 f(0=1 6 f(0)=vx 7 =ik,

X

A 1. h#0 bolgani1 ushin

h o h 27 2
R T

h—0 h

X H2xh+ =Xt . K (Q2x+h) .
=lim ; =llmT=hm(2x+h)=2X-

h—0 h—0

2. h#0 bolgan1 ushin f (x+h)=5, f (x+h)— f(x)=5 — 5=0,

LGOI 0 peet, ()= tig L HI=S ()

h h h—0

0

3. h#0 bolgan1 ushin
fth)=(+hy’—7 (x + h)+5=x+3x*h + 3xh*+ h*—Tx —Th + 5.
fth) —fx)=x*+3x*h+3xh* +h*—Tx - Th+5-x*+Tx-5=
=3x’h+3xh*+h* — Th.
Jx+h)—f(x) _3x°h+3xh’ +h =Th
h - h
h—0 de 3xh+h* —0 bolgani ushin

ri(n =t DI

4. Qisqasha kébeytiw formulalar1 boyinsha: a*— b*=(a — b)(a + b)(a*+ b?).
Demek, (x+h)* — x*=(x+h—x)(x+h+x)(x+h)*+x*)=
=hQ2x+h)2x*+2xh+h*)=2hx(2x+h)(x+h)+h*2x+h)=
=2hx(2x*+h(3x+h))+h*(2x+h); h—0 bolsa,
2h°x(3x+h) — 0 ham #*(2x+h) — 0bolgan1 ushin

C(x+h) =xt 3
lim =lim(4x" +2hx(3x+h))+hrQ2x + h)=4x>.

h—0 h h—0

Demek, 1"(x)=(x*)=4x".

=3x*+3xh+h*> - 7.

3x2—7.

5. f(x)zl,x?ﬁObolsm,
X



f(x+h)—f(x):L_l:x_(x+h): h

x+h x  (x+h)x  (x+h)x’
S+ —f(x) -1
h (x+h)x
1

h — 0 de x+h—x bolgant ushin f'(x) =——- bolad.
x
6. f(x):\/;, x>0, x+h>0 bolsn,

fGerh)=f () _Jxvh—x
h

ayirmali gatnasti dizemiz ham oni

h
apiwayilastiramiz:
e =f o (eeh=Vx)(xeh i) -
h h(m+\/;)

(x+h)—x h

_ _ 1 .
n(Vxrhenx) h(Naeh ) Nxehed

h—0de x+h _>\/; bolgani ushin f'(x)= boladi. A

7. Ayirmali gatnasti dizemiz:

1
2/x

Flrh)—f(x) Yarn-Yx (Vv -35) Qe+ Yermyx + ) )
h h Bt ) + Y m)x+Yo?)

B xX+h—x

B h _ | |
WG (x+h)? +13/(x+h)x+%/x7) WG (x+h)? +3(x+h)x+%/x7) Y+ +3f(x+h)x e

h—0 de

1 1 3 1
- . Demek, (\/;) = .
Yoren) +3rmecdd 32 Ry’
1 1

1
. 2_ 3 _
Juwabi: 1. 2x. 2. 0. 3. 3x*— 7. 4. 4x°. 5. X 6. oy 7. 35 A

@)



x mugdar x tan x+4 qa shekem 6zgergende y=f(x) mugdar 6zgeriwinin
ortasha tezligi
f(x+h)-f(x)
h

ayirmal1 gatnasqa ten ekenligin esletiw orinli.

- f(x+h)-f(x)
m

Bunnan, i
h—0 h

bir zamathq tezligin bildiredi.

anlatpasi y=f(x) mugdar 6zgeriwinin

Shimigiwlar

13. Témendegi funkciyalardin tuwindisi nege ten?

8) f (x)=x’ b S=x" o f()=x> d) f ()=c.

14. Kesteni dapterinizge koshirin ham toltirin:
a.

Sx) J'()

xl

xZ

x3

xfl

1

x2

b. Pikirinizshe, y=x" funkciyanin tuwindisi nege ten (bul jerde n —racional
san)?
15. Aniglamadan paydalanip, funkciyalardin tuwindisin tabin:

a) f(x=2x+3 b) f X)=3x*+ 5x + 1 0) f (=2 + dx*+6x — 1.
16*. Dépterinizge koéshirin hdm toltirin:

a) f (x)=ax + b ushin f'(x)=...;

b) f (x)=ax* + bx +c ushin f'(x)= ...;

¢) f (X)=ax® + bx* + cx + dushin f'(x)= ...

17*. Témendegi tastryiqlawlardi dalillen:
a) f (x)=cg(x) bolsa, ol jagdayda f"'(x)= cg '(x)
b) f(x)=g(x) + h(x) bolsa, ol jagdayda f'(x)= g'(x) + A'(x).

18*. Funkciya grafigine qarap tuwindilardin manislerin salistirin:

()
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. -
a) f'(=7) ham f"(-2); ¢) f'(=9) ham £(0);
b) /'(-4) ham f'(2); d) /'(=1) ham f'(5).

19. 1) Jogaridagi funkciya grafigine qarap usi  shartlerdi
ganaatlandiratugin x,, x, noqatlardi tabin (x,, x, — Ox késherindegi noqatlar

:-9,-8, ..., 5,6,):
a) f'(x))>0,/"(x) >0 b) f'(x)) <0, f"(x) >0
) f'(x) <0,/"(x) <0 d) f'(x) >0, f'(xy) <0.

2) Grafikke qarap tomendegi sorawlarga juwap berin:

a) funkciya qays1 araliqta 6siwshi? qays1 araligta kemeyiwshi?

b) funkciyanin [0; 3], [3; 6], [-9; -6] araliglarindag1 arttirmalarin
esaplan.

3) Funkciya qays1 noqatta en ulken, qaysi noqatta en kishi manisti
qabil etedi?

4) Funkciya qays1 noqatlarda nolge aylanip atir?
5) Qaysi araliqta funkciya on manislerdi qabil etip atir?

6) Qaysi araliqta funkciya teris manislerdi qabil etip atir?



7-9 TUWINDINI ESAPLAW QAGIYDALARI
«- - J

Eger f(x) ham g(x) funkciyalarinin har biri tuwindiga iye bolsa, ol
jagdayda tomendegi differenciallaw qagiydalar1 orinli:

1. Qosindinin tuwindis1 tuwindilar qosindisina ten:

() +g(x))'=f"(x) +&'(x). (1)
2. Ayirmanin tuwindisi tuwindilar ayirmasina ten:
(Ax)—g(x)'=f"(x)-g'(x) 2)
1-misal. Funkciyanin tuwindisin tabin:
1) f()=x+x—x+10; 2) f(x)=x -
Jx

A Tuwindini tabiwda 1, 2-qagiydalarinan ham tuwindilar kestesinin 1,
3-bantlerinen paydalanamiz, yagniy:
) fx)= (X)) +(x*)'—(x)'+10=3x" +2x —1;

2) f'(x)=(x;J —{—x;J =%x_;+%x_;.

Juwabi: 1) 3x* +2x-1; 2) %xz +Ex7. A
3. Turaqli kobeytiwshini tuwindi belgisinen sirtqa shigariw mamkin:
(cf(x))=cf" (x), c—turagli san 3)
2-musal. Funkciyanin tuwindisin tabin:
1) f(x)=Tx—5x2+4; 2) f(x)=3x +§—x3.

A Tuwindini tabiwda 1, 2, 3-qagiydalarinan ham tuwindilar kestesinin
1, 3-banterinen paydalanamiz, yagniy:
1) () =% =58> +4)' = (7x°) = (5x>) + (4)' = 21x> —10x;

2) f'(X)=[3\/;+§—x3j' :3(\/;)' +5'Gj —()'= 2\3/;_)%2_3)62'

5
Juwabi: 1) 21x* —10x;; 2) m——2—3x A



4. Kobeymenin tuwindist: (Ax)g(x))'=f"(x)g(x)+fx)g'(x). (4)
3-misal. Funkciyanin tuwindisin tabin:
D) fx)=Qx+4)(3x+1); 2+4x+1)(2x+6); \ 3) flx) =3 .(xz —Sx)
A Tuwindini tabiwda 1, 3, 4-qagiydalarinan ham tuwindilar kestesinin
1, 3-bantlerinen paydalanamiz, yagniy:

D f'(x)=(2x+4)(Bx+1)'=2x+4)'Cx+1)+(2x+4)(B3x+1)'=
=20@x+1)+32x+4)=6x+2+6x+12=12x+14;

2) [(x)=(B3x* +4x+1)(2x+6))'=(3x* +4x+1)'2x+6)+
+(3x* +4x+1)'2x+6)' —(6x+4)(2x+6)+2(3x +4x+1)= 18x +52x+26;

3) f( )—(\/_( 2 Sx)) =(%/;)( 2 5x)+\/—( 2 5x)

x —JX+ X — %/)C73
=3%/1;2 3\/7 (st - : 333(; T
_x? —S5x+6x% —15x _ 7x* -20x _ x(7x-20) 3[(7): 2).

R’ i R’ 3952

(xz —5x)+§/;(2x—5)

Juwabi: 1) 12x+14;; 2) =18x"+52x+26; 3) T(7x—20)
5. Bélshektin tuwindist:
[f(x) ] _[02®-/(M®) | bunda g(x)£0. (5)
g(x) (g(x))’
4-misal. Funkciyanin tuwindisin tabin:
_x+1 3x+7. B Jx
D J@)=—"7; 2) f) =" ) fW=

A Tuw1nd1n1 tabiwda 1, 3, 5-qag1ydalar1nan ham tuwindilar kestesinin
1, 3-bantlerinen paydalanamiz, yagniy:
£ = (x+lj (x+l)'(x—2)—(x+1)(x—2)'=x—2—(x+1):_ 3
1) 2 (x—2)° (x-2)° (x=2)*"
v [3x+7 ' _Bx+7D'(x=5)-Bx+7)(x-5)" _
2) f(x)—(x_sj (x—5)
_ 3(x-5)-CBx+7)-1 _ 3x-15-3x-7 _ 22
(x=5)’ (x=5)’ (x=5)7*"
3) f'(x) _ (5f7] _ (\/;)’(SX—'D —\/;~(5x—7)' —

(5x—=7)

(%)



1
:M(Sx—n—\/}-s

_5x-T7-10x ~ T+5x
Gx=7°  2x(5x-77  2Wx(5x-77
.3 2 ___T5x
Juwabi: 1) —(x—2)2’ 2) —ma 3) 2\/;(5x—7)2'A

5-misal. Funkciyalardin tuwindisin tabin:
1) f(x)=sinx; 2) f(x)=cosx; 3) fix)=tgx .

A 1) Ayirmal1 gatnasti tabiwda sinuslar ayirmasin kdbeymege keltiriw
formulasinan paydalanamiz:

. . 2sin—cos 2x+h sinh
sin(x + 4) —sinx _ 2 _ cos 2x+h.
h h h 2
2
sin”! 2x+h
h—0 de h2 —1, cos

— cosx ekenin dalillew mumkin.

2
Demek, (sinx)'=cosx.

2) Ayirmali gatnasti tabiwda kosinuslar ayirmasin kébeymege keltiriw
formulasinan paydalanamiz:

2sin—sin 2xth in sin -
cos(x+h)—cosx _ 2 __ 2Sin2x+h:_ 2-sin(x+ﬁ)-
h h h 2 h 2
2 2

h—0de; sin(x +§) ysinx ekenin dalillew mamkin.
Demek, (cosx)'=—sinx .

3) Tuwindini tabiwdin 5-qagiydast hamde ust misaldin 1-, 2-bolim

Juwaplarinan paydalanip, f(x)=tex = Zg:;

funkciyanin tuwindisin tabamiz:

COSsx cos2 X

7(x) :(tgx)' _ ( smxj _ (sinx) cosx —sinx(cosx)'
cosxcosx —sinx(—sinx)  cos?

COS2 X

x+sinZ x 1

COS2 X COS2 X




Juwabi: 1) (sinx)'=cosx; 2) (cosx)'=—sinx; 3) (tgx)' = 12 . A

Cos X

Tuwindini esaplawda differenciallaw qagiydalart ham tomendegi kesteden

paydalaniw magsetke muwapiq.
Tuwindilar kestesi

Neo Funkciyalar Tuwindilar
1. ¢ — turaqh 0
2. kx+b, k, b — turaqlilar k
3. xF, p — turagqh pxr!
4, sinx cosx
5. COSx — sinx
6. tgx 12
cos” x
1
7. ctgx - s’ x
8. a, a>0 a* Ina
9. e e
10. Inx 1/x
11. lgx 1
x-In10
12. log, x, a>0, a=1 !
“ x-lna

@ Soraw ham tapsirmalar

1. Tuwindini esaplaw qagiydalarin aytip berin. Har bir qagiydaga misal
keltirin.

2. Tuwindilar kestesinin 4-, 5- bantlerin dalillen.

3. Funkciyanin x=x, nogattagi tuwindist degen ne, tuwindili funkciya
degen ne? Olardin gqanday parqi bar? Misallarda tusindirin.



Shimigiwlar
Tuwindini tabin (20-22):

1 1
20. 1) y=x% 2) y= e 3) y= pe
1
21. 1) y=x*— x*tx; 2)y= PR 3)y= x> +/x;
4 3 2 _l_L
4)y—x +x +x —Xx T
_ ) x2—4
22. 1) y= (x— )(x*-5); 2) y= ; :
x_
3) y:(x4—\/;)(x2+x); 4) y:\/;+11'
x_

23. Materialliq noqattin berilgen #, waqittagi tezligin esaplan:
) s()=p=20+t, 1,=5;,  2)s(t)=5t+£+~t, =4
24. Funkciyanin abscissasi berilgen noqattagi tuwindisin esaplan:

) fE)=x"+5x-3 %=1 3) f(x)=2\/;+x3+%’

5

2) f(x)=4-3x, x,=-2; 4) f (o)=x*+g2, x,=1.
Tuwindin1 tabin (25-29): 4
x
25. 1) y=2x"—4x*+5; Ny=_1ys
2)y: 7x2_2x+'\/7; 4)y: x2+L2'
x
x> =9
26. 1) y=(x-2) (x+2); 3) y= :
x-=3
2) y=(x+2)%; 4) y=x>+lg7+ sin%.
27 1) y:X8+7x2+5x; 2) y:2x8+ x6;
x* B x2+x+1
3) y:x6_1; 4)y x3_1 )
5) y=x_" +l; 6) y=x*-4x;
x
7 =3t 1352, 8) y=(x*+x7°)(x*+x7?) .



28.1) f(x)=x"+5x"+4x> +3x> +2x+1; |2) f(x)=sin’x+cos’x;

3 f)=—; 4) flo=tgx; 5) y=8;
Cos X

6) y=log, x +log, 3; 7) y=2"x; 8) y=xInx;

9) y=e"cosx; 10) y=2€x—lnx+l.
x

29. 1) y=2"sinx; 2) y=e"(cosx+sinx); 3) y=xtgx;
Inx
4) == 5) y=3sin’x; 6) y=5x++/x+x;
7) y=(x+D(nx+1); | 8) y=(2+x)*; 9) y=(3x+5)%+2019.

30. Materialliq noqattin berilgen 7, waqittagi tezligin tabin:
D)s()y=1>+5t+1, 1,=1; 2)s(t)=4t3+%+1, t,=1.

31. Funkciyanin berilgen noqattagi tuwindisin tabin:
D f)=(x+1), x=-1; 2) f(x)=sinx, x =Z.
2
32. Tuwindini tabin:

1) y=2sinx; 2) y=A3-tgx; | 3)y=-3cosx; |4)y=tgx—ctgx;

5) y=4x—cosx; | 6) y=x’sinx; | 7) y= ;1 8) y=xsinx+cosx.

S x
33. Funkciyanin x, nogattagi tuwindisin esaplan:
) f(x)= i“é, Xy =2 2) f)=tgx—x+2, x,=
Y
1
3 S =xgx-D, %=10; 4 fr)=tex-—lnx, x =

9

IS N

34. Tuwindin1 nolge aylandiratugin noqatti tabin:
) fx)=x"—4x; 2) f(x)=tgx—x;

3) f(x)=x* —2x* +3; 4) f(x)=log, x———.
In2



~ =" : e L
10-12 QURAMALI FUNKCIYANIN TUWINDISI
« = J

Quramali funkciya. y=(x*+3x)* funkciyan1 korip shigayiq. Eger biz
2(x)=x*+3x, f{x)=x* belgilewlerdi kirgizsek, y=(x*+3x)* funkciya y=f(g(x))
korinisin alad1. Biz y=f(g(x)) funkciyan1 quramali funkciya deymiz.

1-misal. Eger f(x)=x> ham g(x):);—:j bolsa, tomendegilerdi tabin:
1) f(g(2)); 2) flg(=4); 3) g(A));
4) f(=3); 5) f(A(1) 6) g(g(-1)).

A Berilgen funkciyalardan paydalanip, esaplawlardi orinlaymiz:

) fgt))=r ( jbunnan fe@)=r ( j f(0)=0"=0;

—4-2

o 3] £(6)=6>=36;

%) fg(—4)= f[

-2 1

3) g(f())=g(*)= g(l)——3=—z;

16-2 14

4) g(f(-4)=g((-4)")= g16)=T—==15;

5 SUM)=/1)=fM)=1=1;

—2 2
12 3 572 35 7
6 —1 = _ = —_— = = 2 = ——,
) g(g(=D) g(_HJ g( 2} 3 53
——+3
Juwabi: 1) 0; 2) 36; 3) -i; )19,5)1 6) 2. A

Quramali funkciyanmn tuwindisi ushin mina formula orinli:

(f(g()))=/"(g(x)g'(x) (1)



2-misal. Funkciyanin tuwindisin tabin (k, b — turaqli sanlar):

D) f(x)=(kx+D)"; 2) f{x)=sin(kx+b);
3) fix)=cos(kx+b); 4) f(x)=tg(kx+b).
A Df(H)=t" ham #(x) =kx+b funkciyalarga (1) formulan1 qollanamiz:
((kx+b)"Y=(t") - (kx+b) =nt!-k=n-k-(kx+b)"" .
2) f(f)=sint ham t(x) =kx+b funkciyalarga (1) formulan1 qollanamiz:
(sin(kx+b))=(sin?) - (kx+b) =k-cost=k-cos(kx+b) .
3) f(t)y=cost ham t(x) =kx+b tunkciyalarga (1) formulan1 qollanamiz:
(cos(kx+b))'=(cost)(kx+b)'=—k-sint=—k-sin(kx+Db).
4) f(H)=tgt ham t(x) =kx+b funkciyalarga (1) formulani qollanamiz:

(glhr+b) =g G by = k=,

Juwabi: 1) (ex+byY =nke(x+by ;| 2) (sin(kx+b)=k-cos(kx+b);
3) (cos(fox+b)=—lesin(fx+b); | 4) (te(for+b)= % A

3-musal. f{x)=sin8x-e***?» funkciya tuwindisin tabin.
A Tuwindini tabiwdin 4-gagiydasi hdmde (1) formulan1 gqollanip tuwindini
tabamiz:
[ (0)=(sin8xe***?)'=(sin8x)' &***>+sin8x-(e**?)'=cos8xe**? - (8x) +
+sin8xe**? - (3x+2)'=e**? - (8cos8x+3sin8x).
Juwabi: > - (8cos8x+3sin8x) A

4-misal. h(x)=(x*+1)° funkciyanin x,=1 noqattagi tuwindisin tabin.

A (1) formuladan paydalanip tuwindini esaplaymiz:
R'(x)=503+1)* (3 +1)'=5(x3+1)*3x2=15x(x>+1)*.
Demek, /4'(1)=15(1°+1)*1>=15-16=240. Juwabr: 240. A

S5-misal. f{x)=2¢% funkciyanin tuwindisin tabin.
A (1) formuladan paydalanip tuwindini esaplaymiz:

f(x)=2¢*In2(cosx)'=—sinx2°*In2. Juwabi: —sinx2°In2. A

€



6-misal. f{x)=tg’x funkciyanin tuwindisin tabin.

A (1) formuladan paydalanip tuwindini esaplaymiz:

Stg'x
. Juwabr. ——.
cos” x cos” X

f'r)=5tg*x (tgx)'=5tg*x
7- misal. h(x)=3¢log,(x*+2x) funkciyanin tuwindisin tabin.

A f(x)=3* ham g(x)=log,(x*+2x) belgilewlerdi kirgizip, (1) formulani —
quramali funkciya tuwindisin tabiw formulasin qollanamiz:

[ '(x)=(3c0s¥)'=3¢x]n3-(cosx)'=—3°In3-sinx,
1 3x7 42

§0)=(logy (X +20)'= 5o ()=

ham de A(x) funkciyani 2 funkciyanin kébeymesi dep garaymiz:

h’(_x):(3cos)C-log7(x3+2x))/=(3cosx)!.10g7(x3+2x) +3cosx .
cosx 2
- (log, (3 +2x))'=—3<*In3-sinxlog;(x’+2x) +33Lx+2) .
(x"+2x)In7

Juwabr: —3°1n3-sinx-log,(x*+2x)+ 1207

@ Soraw ham tapsirmalar

1. Quramal1 funkciya dep nege aytiladi1? Misal keltirin.

2. Quramal1 funkciyanin aniglaniw oblast1 galay tabilad1?

3. Quramali funkciya tuwindisin tabiw formulasin jazip bilesiz
be?

4. Quramali funkciya tuwindisin tabiwdi 1—2 muisalda korsetin.



Shimigiwlar

35. Eger f(x)=x"-1 bolsa, berilgen funkciyalard: tabin:

1) f(i); ) f@x; 3 S 4 D) fx-).

36. Eger f(x) :x—+i bolsa, berilgen funkciyalard: tabin:
Y

1)f(%); 2) f(xig; G-l 4) f+D).

37. Eger f(x)=x’, g(x)=x-1 bolsa, tomendegilerdi tabin:

) f(g(x); 2) f(f(x)); 3) g(g(x)); 4) g(f(x).
38. Eger f(x)=x’, g(x)=x"+1 bolsa, tomendegilerdi tabif:
1) M; 2) f(x)+3g(x)+3x-2;
g(x)—1

3) f(gx)); 4) g(f(x)).

Tenlikten paydalanip, f(x) ti tabin (39—-42):

1
-

39. f(x+l)=x1. 40%, f(x)+3- f(i):

41. f(x+3)=x"—4. 42%, 2f(x)+f(l):x.
x

Tuwindini tabin (43—44):
43.1) f(x)=(Bx-2); | 2) f(x)=eS"7; 3) f(x)=(4-3x)";

f(x)=sin’x. __ Cn(dx—1) -
4) /X * 5) f(x) 2i10) 6) f(x)=In(4x-1);
7) f(x)=+4x=5; | 8)f)=(2x-1)"; 9) f(x)=cos’x,
44*, 1) esi -tgl; 2) 3¢¢*-]og cosx; 3) Incosx;
X

4) (x*-5x+4)* -10'e; | 5) 703 (x32x+1)%; | 6) 305 (x2—8x+4)%;
7) ctgx-In(x*+x); 8) x’cos*’x+4; 9) Slnx-ctgx.

()



~ = 5 FUNKCIYA GRAFIGINE OTKIZILGEN

513;14.1 URINBA HAM NORMAL TENLEMELERI

Urinba tenlemesi. y=f(x) funkciyaga grafiginin (x,; f(x,)) nogatinan 6tiwshi
urinba tenlemesin tabamiz (19-stwret). Urinba tuwri s1ziq bolgani ushin onin
uliwma korinisi y=kx+b boladi. Tuwindinin geometriyaliq manisi boyinsha
k=tga=f"(x,), yagniy urinba tenlemesi y=f"(x,)x+b kdrinisin aladi. Bul urinba
(% f(x,)) noqattan dtkeni ushin f{(x,)=f"(x,)x,+b boladi, bunnan b=f{(x,)—f'(x,)
X, Tabilgan b n1 urinba tenlemesine qoyip,

Y= "(p)x ) —f '(x0)x, yaki
=X =f "(xp)(x—x,) (D

tenlemeni payda etemiz.

y—fx)=f" (x)(x—x, tenleme (x,; f(x,) noqatta y=f(x) funkciyaga
otkizilgen urinba tenilemesi boladi.

y 4 y_f(xu):f'(xo)(x_xu)
=A%)
.f(xu) ________
1
YyAx)=— o (x=x,)
> X
0 Xo

19-suwret.

1-misal. f{x)=x’—5x funkciya grafigine abscissasi x,=2 noqatta otkizil-
gen urinba tenlemesin jazin.

A Aldin funkciyanin ham funkciyadan alingan tuwindinin x,=2 noqattagi
manisin tabamiz:

[x)=f(2)=2>-52=-6, [f'(x)=2x-5, ['(2)=22-5=-1.

Tabilganlardi (1) tenlemege qoyip, urinba tenlemesin payda
etemiz:

y—(-6)=-1-(x-2) yaki y=—x—-4.  Juwabi: y=—x—4. A



2-misal. f{x)=x’-2x* funkciya grafigine x,=1 abcsissali noqatta otkizil-
gen urinba tenlemesin jazin.

A Aldin funkciyanin hdm funkciyadan alingan tuwindinin x,=1 noqattag1
manisin tabamiz:

fx)=f(D)=1"-2-1>=—1, [f'(x)=3x-4x, [f'(1)=31"-41=-1.

Tabilganlardi (1) tenlemege qoyip, urinba tenlemesin payda
etemiz:

y—(=D)=-1(x-1) yaki y=—x.  Juwabi: y=-x. A

Eger y=f(x) funkciya grafiginin x, abscissali noqatinda 6&tkizilgen

urinba y=kx+b tuwr1 s1ziqqa parallel bolsa, f"'(x,)=k boladi. Bul shart arqali
funkciyanin berilgen tuwr1 siziqqa parallel bolgan urinbasi tabiladi.

3-misal. f(x)=x*-3x+4 funkciya ushin y=2x—1 tuwri siziqqa parallel
bolgan urinba tenlemesin jazin.

A Uribanin berilgen tuwri siziqqa parallellik sharti boyinsha, f"'(x,)=2
yaki 2x,—3=2 tenilemeni payda etemiz. Bul tenlemede x,=2,5 bolgani ushin
urinba abscissast x,=2,5 bolgan nogattan otedi. Esaplawlardi orinlaymiz:

fx,)=(2,5)=2,5-32,5+4=6,25-7,5+4=2,75
[ =/2,5)=2.
Endi urinba teflemesin tabamiz:
y=2,75=2(x-2,5) yaki y=2x-2,25.

Juwabi: y=2x-2,25. A

4-musal. f(x)=x’— 2x*+ 3x — 2 funkciya grafigine x,= 4 abscissali nogatta
otkizilgen urinba tenlemesin duzin ham urinba menen Ox késherinin on
bagit1 payda etken muyeshtin sinusin tabin.

A Aldin funkciyanin ham funkciyadan alingan tuwindinin x,=4 noqattagi
manisin tabamiz:

Sx)=1(4)=3-4-2-4243-4-2=170, f"'(x)=3x*—4x+3,
f'(4)=3-4>—4-4+3=35.
Tabilganlardi (1) tenlemege qoyip, urinba tenlemesin payda etemiz:

y — 170=35(x—4) yaki y=35x+30.

Tuwindinin geometriyaliq manisi boyinsha tga=35, bunnan

()
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5*-misal. f{(x)=x* parabolaga abscissasi x, bolgan 4 noqatta 6tkizilgen

Juwabi: y=35x+30;  sina = . A

urinba Ox kosherin %xo noqatta kesip otedi. Usi pikirdi dalillen.

Af0)=2x, fox)=x;, [ ' (X)=2x,.

Urinba tefilemesi (1) ge kore y=2x, - x—x, boladi. Onii Ox kosheri

menen kesilisiw noqati (%, Oj ekenligi korinip tur. Bunnan y =x? parabolaga

abscissas1 x, bolgan A noqatta 6tkizilgen urinbani jasaw usili kelip shigadi:

0

A noqat ham (%;Oj nogat arqalt Otiwshi tuwri siziq y=x* parabolaga A
noqatta urinadi.

Normal tenlemesi. y=f (x) funkciya grafigine x = x, abscissali nogatta
otkizilgen urinbaga x = x,noqatta perpendikulyar bolgan

1
y =)= () @

tuwr1 s1ziqqa y = f{x) funkciya grafiginin x, abscissali noqatinda 6tkizilgen

normal delinedi (19-suwret).

6-misal. f{x)=x> funkciya grafigine x,=1 abscissali noqatta otkizilgen
normal tenlemesin dazin.
A Tuwindi formulasi boyinsha f'(x)=5x* boladi. Funkciya ham onin

tuwindisinin x,=1 noqattagi manislerin esaplaymiz:
f(D)=1"=1 ham f'(1)=5-1*=5. Bul manislerdi normaldin tenlemesine
goyamiz ham y—1= —%(x —1) yaki y = —%x +g tenlemeni payda etemiz.

Juwabi: y, = _lx+§. A
5 5



Esletpe: f(x)=x° funkciya grafigine x,=1 abscissali noqatta
otkizilgen urinba tenlemesi y=5x—4 bolad1 (dalillen!). Urinba ham
normaldin muyeshlik koefficienti ké beymesi 5-(—g)= —1 ekenligine

itibar berin.

Soraw ham tapsirmalar

1. y=f(x) funkciya grafigine x, abscissali noqatta o6tkizilgen urinba
tenlemesin jazin.

2. y=f(x) funkciya grafigine x, abscissali noqatta otkizilgen normal
tenlemesin jazin.

3. Berilgen funkciyanin qanday da bir tuwri siziqqa parallel bolgan
urinbasi galay tabilad1? Misalda tusindirin.

Shimigiwlar

45. Funkciya grafigine abscissast x,=1; x,=—2; x,= 0 bolgan noqatta 6tkizilgen
urinba tenlemesin jazin:

1) f(x)=2x*~5x+1; 2) f(0)=3x—4; 3) f(x)=6;
4) f(x)=x"—4x; 5) f)=e’; 6) f(x)=2%
7) f(x)=2*+In2; 8) f(x)=sinx; 9) f(x)=cosx;
10) f(x)=cosx—sinx; 11) f(x)=e"x; 12) f(x)=x"sinx.
46. Funkciya ushin y=7x—1 tuwr1 si1ziqqa parallel bolgan urinba tenlemesin
jazin:
D) f(x)=x’-2x*+6;, 2) f(x)=4x>*—5x+3; 3) f(x)=8x—4 .

47. Berilgen f(x) ham g(x) funkciyalardin urinbalar1 parallel bolatugin
noqatlardi tabin:

1) f(x)=3x"—5x+4, g(x)=4x-5,
2) f(x)=8x+9, g(x)=-5x+§;
3) f(x)=Tx+1], g(x)=7x-9;
4 f(x)=x"8, g(x)=x*+s;
$ f(x)= c()=5x_7
6) f(x) X +11 g(x)=x3+10



48. Funkciya grafigine abscissasi a) x,=1; b) x,=—2; d) x,= 0 bolgan noqatta
otkizilgen normal tenlemesin tabin:

1) f(x)=3x>-5x+1; 2) £ (x)=3x—40;, 3) f(x)=T,;
4) f(x)=x*-10x; S5)f()=e; 6) f (=124
7) f(x)= sinx; 8) f(x)=cosux; 9) f (x)=cosx — sinx;
10) f(x)=e™; 11) f(x)=x - cosx; | 12) f(x)=x - sinx.
@ Qadagalaw jumisi algisi
I variant

) f(x)=x*+2x*-5x+3 funkciya ushin x,=2 ham Ax=0,1 bolganda
funkciya arttirmasinin argument arttirmasina qatnasin tabin.

2) f(x)=—8x*+4x+1 funkciyanin x,=—3 noqattagi1 tuwindisin esaplan.

3) f()=x-7x*+8x—5 funkciya grafigine x,=—4 abscissali nogatta
otkizilgen urinba tenlemesin jazin.

4) Materialliq noqat s(f)=8#-5¢+6 nizamliq penen qozgalmagqta.
Eger ¢ — sekund, s — metrlerde dlshenetugin bolsa, noqattin 7,=8 sekundtagi
momentlik tezligin tabin.

5) Kébeymenin tuwindisin tabin: (3x*—5x+4) - e*.

II variant

X’ —5x+6
x+1

1) Tiyindinin tuwindisin tabin:

2) Quramali funkciyanin tuwindisin tabin: ctg'x.

1
3) f(x)=+/xJx funkciyanifi X, T noqattagi tuwindin esaplan.

4. f (x) = In(x + 1) funkciya grafigine x=0 noqatta otkizilgen urinba
tenlemesin jazin.

5. 5()=0,5£ — 6t+1 nizamlig1 menen qozgalip atirgin materialliq noqattin
=16 sekundtagi momentlik tezligin tabin. (r — sekundta, s — metrlerde
6lshenedi).



i :
— MASELELER SHESHIW
<517,

49. Berilgen y=f(x) funkciya, x, hdm x noqatlarga saykes # ham Ay ti esaplan:
D) flx)=4x*3x+2, x,=1, x=1,01; 2) f(x)=(x+1)*, x,=0, x=0,1.

50. Eger x,=3 ham Ax=0,03 bolsa, berilgen funkciyalar ushin: a) funkciya
arttirmasin; b) funkciya arttirmasinin argument arttirmasina gatnasin
tabin:

D f(x)=7x-5; 2) flx)=2x*-3x; 3) flx)=x*+2; 4) flx)=x’+4x.

51. Eger x,=2 ham Ax=0,01 bolsa, berilgen funkciyalar uchun: a) funkciya

arttirmasin; b) funkciya arttirmasinin argument arttirmasina gatnasin

tabin:

1) f{x)=—4x+3; 2) flx)=28; 3) f)=x*+10x; 4) fix)=x-10.
52. x—0 bolsa, funkciya qays1 sanga umtiladi:

D) f(x)=x*2x*+3x+4; 2) f(x)=x—6x*+8x—7,

3) f(X)=(*-5x+1)(*~Tx*~11x+6);

x*—x—19 x’ —8x

REACErT TS M=
53. Funkciyanin tuwindisin tabin:

1) y=17x; 2) y=29x-3; 3) y=-15; 4) y=16x"-3x;

5) y=—5x+40; | 6) y=18x—x?% 7) y=x*+15x;

8) y=16x’+5x*2x+14; 9) y=3x*+2x*+x.
54. Funkciyanin tuwindisin: a) x=-3; b) x=1,1; ¢) x=0,4; d) x=—0,2 noqatlarda

esaplan:

1) y=15x; 2) y=9x+3; 3) y=-20; 4) y=5x*+tx;

5) y=—8x+t4; 6) y=8x—x?; 7) y=x*+25x; 8)y=x>+5x*-2x+4.
55. y=f(x) funkciya tuwindisin tariypi boyinsha tabin:

) f(x)=2x"+3x+5; 3% flx)= x*l

2) flx)=(x+2)"; ) f(x )_xx”

(3]



56.y=f(x) funkciyanin x, nogattagi tuwindisin tabin:

1) f(x)=4 +3x2 +2x+1, xp=1;  2) f(x)zégﬂinzzo’ X0 —-1:
3
-1
3 S(x)=@re)(x-)a=ds 4 Sl =T =3
x“+

57. Materialliq noqat s(t):§t3—t+5 nizamliliq penen qozgalmagqta

(s — metrde, ¢ — sekundta). Materialliq noqattin 2-sekundtagi tezligin

tabin.
58. Funkciyanin tuwindisin tabin:

1 3 3
:—+2\/¥. y:\/;+2x .
h =7 ; 2) ;
3%) y=3/x + x-tgx—logyx; 4) y=(2x+3);
5%) p=x-Inx-(e+1); 6) y=(r+xvx-2);
7 y= x.+ 2 ; 8) y=10"+log,5+cos15°;
sSin x
9) y=3""-sinx; 10*) y=tgx-cosx+7"x;
1) f(x)z%x4—8x2+3; 12) f(x):gx—sinx+5;
13) f(x)=x10—80x; 14) f(x)=8x- 2 .
In2

59. Funkciya tuwindisinin x, nogattagi manisin esaplan:

D f(x)=——,  x=0 ) =3Iy,  x,=l:
COS X
3) f(x)z%, x,=1; 4) f=e(-In2),  x,=In2.

60*. f'(x) >0 tensizlikti sheshin:
1) f(x)=x"In27-3%; 2) f(x)=sinx—2x;

61. Materialliq noqat s(z) = %13 —%tz +2¢ nizamliliq penen qozgalmagqta.

Materialliq noqattin tezligi qashan nolge ten boladi? Bunin méanisi ne?



62. Tuwindini tabin: 1) y=x" —x* +x;| 2)y= Lz—x; 3)y=x*+x.
X

63. Materialliq noqattin 7, waqittag tezligin tabin:
D) x() =1 =28 41, 1,==5; | 2) x(t)=-5t+1>—~t , 1,= 4.

Tuwindini tabin (64—66):

2_
64. 1) y=(+2)(—=5x); | 2) y =" ;x; 3) y=(t +x)(x =5x) ;
X+
4) y= 23+4x>+5x; | 5) y:ﬂ—%; 6) ¥ =7 +12x+~2019
x
_ X X+l (41042 10Y (1848
65%. 1) y=—7F"-; 2) y="—"—; | 3) y=(x""+x1)(x*+x").
X -1 X +7
66% 1 =3x~sinx_ 5 . ' .
L)y osx ) y =e " (cosx —sinx);
3) y=xctgx; 4) y:m_zx.
x

67*. Tuwindini x, noqatta esaplan:

D fe= 220, x=-2; 2) flv)=ctgr-2x+2, x, = % ;
13x—5 4
3) f()=x*(gx-1), x=1; 4 f(x)=0t8x_2_101nx,xo:1.

68*. Quramal1 funkciyanin tuwindisin tabin:

1) x?-sinx; 2) log,scosx; 3) Inctgx;
4) tg*x; 5) e'e, 6) 23¢osy;

7) 3550+, 8) (x*~10x+7)Incosx;

9) #; 10) ¢ (—3x>42); 11) Intgx;
12) % 13) e+ 8x+11); 14) Incos2x.

(«)



~ 1 8-21 = TUWINDI JARDEMINDE FUNKCIYANI
W = o) TEKSERIW HAM GRAFIKLERDI JASAW

Funkciyamii ésiwi hdm kemeyiwi. Osiwshi ham kemeyiwshi
funkciyalar menen tanissiz. Endi funkciyanin o6siw ham kemeyiw
araliglarin aniglaw ushin tuwindi tasiniginen paydalanamiz.

1-teorema. y=f(x) funkciya (a, b) araliqta aniglangan ham tuwindisi
bar bolsin. Eger xe(a, b) ushin f'(x)>0 bolsa, y=f(x) funkciya (a, b) araliqta
6siwshi funkciya boladi (20-sawret).

2-teorema. y=f(x) funkciya (a, b) araligta aniglangan ham tuwindis1
bar bolsin. Eger xe(a; b) ushin f'(x)<0 bolsa, y=f(x) funkciya (a, b)
araliqta kemeyiwshi funkciya bolad1 (21-suwret).

SNEES

20-suwret. 21-suwret.
1, 2- teoremalardi dalillewsiz qabil etemiz.
I-misal. Funkciyanin o6siw ham kemeyiw araliglarin  tabin:

F(x)=2x =3x% —12x +3.
A Bul funkciya (—o0;+00) araliqta aniglangan. Onin tuwindist:
Fl(x)=6x7 —6x—12=6(x—2)(x+1)
f'(x)>0, f'(x)<0 tensizliklerdi araliglar usili menen sheship (—o0;—1)

ham (2;+0) araliglarda funkciyanin ésiwi ham de (—1; 2) araliqta funkciyanin
kemeyiwin bilip alamiz.

Juwabi: (—o;—1) ham (2;+x) araliglarinda funkciya ésedi; al (—1; 2)
araliqta funkciya kemeyedi. A

2-misal.  Funkciyanin 6siw ham kemeyiw araliglarin  tabin:

)= xe
X



A Bul funkciya (-o0;0)U(0;+00) araliqta aniglangan. Onin tuwindisi:

f '(x)zl—Lz; f'(x)>0, yagniy l—i2 >0 tensizlikti araliglar usili menen
X X

sheship, tuwindinin (—o0;—1) ham (1;+00) araliglarda on ekenligin tabamiz.

Dal sonday, f'(x)<0, yagniy I—LZ<O tensizlikti araliglar usili menen
x

sheship, bul tenisizlik (—1; 0) hdm (0; 1) araliglarda orinlanatuginin bilip
alamiz.

Juwabi: funkciya (—o0;—1) ham (1;+0) araliglarda dsedi; al funkciya (—1;
0) ham (0; 1) araliglarda kemeyedi. A

Funkciyamini  stacionar noqatlari. y=f(x) funkciya (a; b) araliqta
aniglangan bolsin.

1-amiqlama. y=f(x) funkciyanin tuwindis1 0 ge ten bolatugin noqatlar
stacionar noqatlar delinedi.

3-misal. Funkciyanin stacionar noqgatlarin tabin: f (x):2x3 “3x?-12x+3.
A Funkciyanin tuwindisin tawip, oni nolge teneymiz: f”(x)=6x’——6x—12=0.
Bul tenlemeni sheship funkciyanin stacionar noqatlar1 x,=—1, x,=2 ekenin
tabamiz.
Juwabi: funkciyanin stacionar noqatlart x,=—1, x,=2. A

Funkciyanmin lokal maksimum hdm minimumlari. Funkciyanin lokal
maksimum ham minimumlarin aniglaw ushin tuwindidan paydalanamiz.
a) b)

P )‘ y=Ax) 1

Sxo)

> ! : X >

0| a X, b X O a X, b X
22-suwret.

3-teorema. f(x) funkciya (a;b) araliqta aniglangan ham f'(x) bar;

(@;x,) araligta f'(x) >0 ham (x,;b) arahqta f'(x) <0 bolsm, x,e(a, b).

Ol jagdayda x, noqat f(x) funkciyanifi lokal maksimumi bolad: (22-a
suwret).

| 43 |



4-teorema. f(x) funkciya (a;b) araligta aniglangan ham 7 '(x) bar;
(a;x,) araligta f'(x) <0 ham (x,;b) araligta f'(x)>0 bolsin, x,&(a, b).

Ol jagdayda x, noqat f(x)funkciyanin lokal minimumi boladi
(22-b suwret).

3, 4-teoremalardi dalillewsiz gabil etemiz.

2-amglama. Funkciyanini lokal maksimum ham minimumlarina
onin ekstremumlar: delinedi.

4-misal. Funkciyanin lokal maksimum ham minimum noqatlarin
tabin: f(x)=x>—3x+3.
A Funkciyanin tuwindisin tabamiz: f*(x)=3x* =3 =3(x~1)(x +1). Tuwind1

barliq nogatlarda aniglangan hdm x=+1 noqatlarda nolge aylanadi. Sonin
ushin x =+1 noqatlar funkciyanin kritikaliq noqgatlar1 esaplanadi. Araliglar

ustlinan paydalanip (—co;—1) ham (1; +o0) araliglarda f'(x) >0, al (-1; 1)

araligta f'(x) <0 ekenin aniglaymiz. Demek, x=-1 lokal maksimum ham
x =1 lokal minimum noqatlar1 eken (23-sawret).

y A
J0)=x=3x+34_5

I >N
|

1
I

/
/—10 | 2

v
7

23-suwret.
Juwabi: x =-1 lokal maksimum ham x =1 lokal minimum noqat. A
Funkciyamn en ulken hdam en kishi mdnisleri menen 10 klastan
tanispiz.
f(x) funkciya [a; b] kesindide aniglangan ham (a; b) da tuwindis1 bar
bolsin. Onin en tlken manisin tabiw gagiydasi tomendegishe:
1) funkciyanin bul araliqtag: barliq stacionar noqatlar1 tabilads;

2) funkciyanin stacionar, shegaraliq ¢ ham b noqatlardagi manisleri
esaplanadi;



3) Bul manislerdin en ulkeni funkciyanin wus1 araliqtagr en
ulken manisi delinedi.
Funkciyanin en kishi manisi de usigan ugsas tabiladi.

5-musal. f(x)=x3+4,5x-9 funkciyanif [-4; 2] araligtagi en ulken ham en
kishi ménislerin tabin.

A Funkciyanin tuwindisin tabammz:  f'(x)=3x>+9x. Tuwimndini nolge
tenlestirip, funkciyanin stacionar noqatlarin tabamiz: f'(x)=3x(x+3)=0, x,= 0
ham x,=—3. Funkciyanin tabilgan x,=0, x,=—3 ham de a=—4, b=2 noqatlardagi
manislerin tabamiz:

A0)=0°+4,5-02-9=-9, f(-=3)=(3)*+4,5-(-3)*-9=4,5,
f(—4)=(-4)’+4,5-4>-9=—1, f(2)=2°+4,5 -22-9=17.

Demek, funkciyanin en tilken ménisi 17 hdm en kishi manisi —9 eken.

Juwabi: funkciyanin en tilken manisi 17 ham en kishi manisi -9. A

Tuwindi jardeminde funkciyani tekseriw ham grafigin siziw. Funkciya
grafigin siziwd1 tomendegi izbe-izlikte amelge asiramiz.

Funkciyanin:

1. Aniglaniw oblastin;

2. Stacionar nogatlarin;

3. Osiw ham kemeyiw araliglarin;

4. Lokal maksimum hdm minimumlarin hdm de funkciyanin usi
nogatlardagi manislerin;

5. Tabilgan maglhiwmatlar boyinsha funkciyanin grafigin sizamiz.

Grafikti siziwda funkciya grafigin koordinata kdsherleri menen kesilisiw
ham basqa ayirim nogatlarin tabiw magsetke muwapiq.

6-misal. f(x)=x’-3x funkciyan1 tuwindi jardeminde tekserin ham onin
grafigin sizin.

1. Funkciya (—o0; +o0) araligta aniglangan.

2. Statsionar noqatlarin tabamiz:

[ '(X)=(x*-3x)'=3x>-3=0. x,=1 ham x,=—1 stacionar noqatlar.

3. Funkciyanin 6siw ham kemeyiw araliglarin tabamiz:

(—oo; —=1) W (I; +oo) araliglarda f'(x)>0 bolgani ushin f(x) funkciya
ust araliglarda 6sedi ham (—1; 1) araligta f'(x)<O bolgan1 ushin f{x)=x>-3x
funkciya (-1; 1) araligta kemeyedi.



4. x=—1 bolganda funkciya lokal maksimumga f(-1)=(-1)>-3-(-1)=2
ham x=1 bolganda funkciya lokal minimumga f'(1)=1°-3-1=-2 iye.

5. Funkciyanin Ox kosheri menen kesilisiw noqatlarin tabamiz:
x*-3x=x(x*-3)=0. Bunnan x=0 yaki x*-3=0 tenlemeni payda etemiz.
Tenilemeni sheship x,=0, x2=\/§ , x3=—x/§ funkciya grafiginin Ox kdsheri
menen kesilisiw nogatlarin tabamiz. Natiyjede 24-stuwrettegi grafikti
payda etemiz.

y A
5 /
Sl)=-3y _ 1]
oroN T/
[\
24-suwret.

@ Soraw ham tapsirmalar

1. Funkciyanin 6siw ham kemeyiw araliglar1 qalay tabiladi?

2. Funkciyanin stacionar nogatina aniglama berin.

3. Funkciyanin lokal maksimum ham lokal minimumlar1 gqalay tabiladi?

4. Funkciyanin en ulken hdm en kishi manisleri qalay tabiladi?

5. Tuwindi jardeminde funkciyanin grafigin siziw izbe-izligin aytin hdm
bir misalda tasindirin.

6. Funkciyanin stacionar noqatlari onin ekstremum noqatlari boliw1 shart
pe? Maisallar keltirin.

7. f(x)= %x“ —%xz funkciyani tuwindi jardeminde tekserin ham grafigin

S1ZIN.



Shimgiwlar

69. Funkciyanin 6siw hdm kemeyiw arahqlarln tabin:

1) /(x)=2-9x;

4 f(x)=2=L;

X

7) f(x)=—x>+2x-3;

10) 7 (x) =3x* —8x> +16;

13) f(x)=cosx;

2)f(x )=—x 8;

5) f(x)=x"—2x+4;

1.
2

b

8) f(x)=

X

1) £(x)=—— ;

1+x

3)f(x):x3—27x;
6) /(x)=x{x* ~6);
9) f(x)=x*-2x7;

12) f(x)=sinx;

14) f(x)=tgx; ‘15*) 7(x)=sin2x +cos2x.

70. Funkciyanin stacionar nogatlarin tabin:

1) f(x)=2x"-3x+1;

4) f(x)=x"
7*) f(x)=|x +1

2) f(x):9x—§x3;
5) f(x)=8x" +5x;
8) f(x)=2x"+3x"-6;

3%) /(%)

6) f(x)=3x—4;
9) f(x)=3+8x> —x".

71. Funkciyanin lokal maksimum ham minimumlarin tabin:

D) flx)=x*—=x*;

4 flx)=24%;

7) f(x)=2sinx+3;

2) flx)=(x-4);
5) flx)=x*-2x"+x*-3;

8) f(x)=—5cosx—7,

72. Funkciyanin 6siw, kemeyiw araliglarin tabin:

1) f(x):x3—27x;

4) f(x)=5sinx+13;

2%) flx)=

5) f(x)=15cosx—7;

3x
241

b

3) fx)=4-3x>—2x°;

6) fix)=3tgx;

9) flx)=x*—x>+

3% f(x)=xtr;
X

6) f(x)=—3tgx.

73. Funkciyanin en ulken ham en kishi manislerin tabin:

1) f(x)=x*

3) f(x)=ﬁ,xe [1; 2];

—8x7 +3,

&) f(x)=3c

~4;1]; | 2) f(x)=3x°

(47]

-5x° +1, xe [—2;2];

—6x? —5x+8, xe [-1;4].



74. Funkciyani tekserin ham grafigin sizin:

1) y=x’-6x" +9x-2;

2) y=%x5—§x3+l; ' 3) y=x4—4x3+15.

75*. Funkciya tuwindisinin grafigine qarap (24, 25-sawretler), tdmendegilerdi
tabin:
1) stacionar noqatlarin; 2) osiw araliglarin;
3) kemeyiw araliglarin; 4) lokal maksimumlarin;
5) lokal minimumlarin.

26-suwret.

‘/,7



@ Qadagalaw jumis ulgisi

I variant

1. Tuwindin tabin: f(x)=20x>+6x>—7x+3.
2. f(9) =*~5x+4 ham g(x)Z;C—j; bolsa, /( 2(3)) ti esaplah,

3. f(x)=x"=5x"+7x+1 funkciya ushin tomendegilerdi tabun:
1) stacionar noqatlarin;
2) 6siw araliglarin;
3) kemeyiw araliglarin;
4) lokal maksimumlarin;

5) lokal minimumlarin.

4. Tuwindini tabin: (3x+5)*+sin’x.

II variant

1. Tuwindini tabin: f(x)= 10x*+16x*+7x—3.
2. f(¥) =x*+6x3 ham g(x) :% bolsa, /(g(3)) ti esaplah,
X

3. f(x) =x*+2x>—x+3 funkciya ushin tomendegilerdi tabin:
1) stacionar noqgatlarin;
2) 6siw araliglarin;
3) kemeyiw araliglarin;
4) lokal maksimumlarin;
5) lokal minimumlarin.

4. Tuwindini tabin: (2x—6)*+cos>x.

3
5. f(x)=+1-2x bolsa, f '(gj ti esaplan.



GEOMETRIYALIQ, FIZIKALIQ, EKONOMIKALIQ
~ ) 2-2 5 = MAZMUNLI EKSTREMALLiQ MASELELERDI
| Wl SHESHIWDE DIFFERENCIALLIQ ESAPLAW

USILLARI

Geometriyaliq mazmunlt mdseleler

1-masele. Tuwrimuyeshlik koérinisindegi jer maydani atirapin 100 m
reshyotka menen qorshamaqshi. Bul reshyotka en kobi menen neshe kvadrat
mert jer maydanin qorshawga jetedi?

A Jer maydaninin eni x m hdm uzinlig1 y m bolsin (27-sawret).

Masele sharti boyimsha jer maydaninmin perimetri 2x+2y=100. Bun-
nan  y=50-x. Jerdin  maydan
S(x)=xy=x(50—x)=50x—x2. Masele S(x)
funkciyanin en tlken manisin tabiwga

keltirildi. Aldin S(x) funkciyanin stacio- rm

nar noqatin tabamiz: S'(x)=50-2x=0,
bunnan x=25. (—oo; 25) araliqta S'(x)>0
ham (25; +o0) araligta S'(x)<0 bolgani
ushin S(x) funkciya x=25 te en ulken

ym

27-suwret.

maniske iye bolad1 ham S(25)=625. Demek, 100 m reshyotka jadrdeminde en
kobi menen 625 m? jer maydanin qorshaw mumkin. Juwabi: 625 m?. A
Uliwma, perimetr berilgen barliq tuwrimuyeshlikler ishinde maydani en
ulkeni kvadrat eken.
2-masele. Tarepi a cm bolgan kvadrat kérinisindegi kartonnan asti ashiq

qut1 tayarlamaqshi. Bunda kartonnin ushlarinan 7

birdey kishkene kvadratlar kesip alinadi. Qutinin
kdlemi en ulken boliw1 ushin onin ultan tarepinin J D —’l_

uzinlig1 neshe santimetr boliw1 kerek?

A Kartonnin ushlarinan birdey kishkene ¢
kvadratlar qirqip alinip, ultan1 x cm bolgan

T
ashiq qut1 jasalgan, demek (28-suwret), —| |—

kesip alingan kvadratshanin tarepi ? sm

boladi. Sonin ushin ashiq qutinin kolemi 28-suwret.

@m



3 2
a-x X x'ax ax . , } g
vx= === cm’. Demek, berilgen mésele y(x)=- %+ax7

funkciyanin [0; a] kesindidegi en ulken maénisin tabiwga keldi. W(x)

Vi(x)=

. , . , 3
funkciyanin stacionar noqatlarin tabamiz: V'(x) =- Exz +ax=0,

Bul jerden x, =0, x, :ga stacionar noqatlar tabiladi. Bunda,

2 2
V(E aj :Ea3 ham V(%aj >V(0)=V(a)=0 ekenligi korinip tur. Demek,

V(x) th [0; a] kesindidegi ef ilken ménisi 2—27a3 boladu.

, ey , 2
Juwabi: ashiq qutinin ultan tarepinin uzinhigr x = 34 cm. A

Fizikalig mazmunlh maseleler

3

4
3-masele. Materialliq noqat s(¢)= —i—2+t nizami menen qozgalmaqta

(s(Y) m de, ¢ sek ta 6lshenedi). Tomendegilerdi tabin:
1) en ulken tezleniwge erisiletugin waqutti (z,);
2) t,waqittagr momentlik tezlikti;
3) t, waqit ishinde basip otilgen joldi.
A Materialliq noqattin tezligin tabamiz:

Tezlikten alingan tuwindi tezleniwdi beriwi, fizika kursinan belgili:
a(t)=v' ()=—r+06t.
1) En ulken tezleniwge iye bolatugin ¢, waqitt1 aniqlaw ushin
a(t)=v' (t)= —*+6t funkciyan1 maksimumga tekseremiz. Aldin
a' (f)=-2t+6=0 tenlemeni sheshemiz, bunnan #,=3. (0; 3) araliqta
a'(t)>0 ham (3;+o0) araligta a'(r)< 0 bolgan1 ushin =3 da a(¢) en ulken

maniske erisedi.
3

: _y 3
2) t, waqttagl momentlik tezlikti esaplaymiz: v(3) =— 3 +3.3* =18 o .
s

&)



4
3) 1, waqt ishinde basip 6tilgen jol s(7)= —i—2+ £ formulaga 7,=3 ti qoy1p

4
esaplanadi: s(3) :—f—2+33 :—27f7+27 :%:20,25 m.

Juwabi: 1) 3 sek: 2) 182, 3)20,25 m. A
S

3
4-masele. Materialliq noqat s(r)= %_ f? +4¢t+50 nizami menen

gozgalmagta. (s(¢) araliq metrde, waqit # sekundta 6lshenedi). Tomendegilerdi
tabin:

1) en kishi tezlikke erisiletugin waqutti (z,);

2) t, waqittagi tezleniwdi;

3) t, waqut ishinde basip étilgen joldi.

A Materialliq noqattin tezligi ham tezleniwin tabamiz:

3
v(t)=s'(1) =[%—t2 +4t+50] =12 -2i+4,
a(t)=v'(1) =(zz —2z+4) =2t-2.
1) En kishi tezlikke erisiletugin 7, waqitt1 aniglaymiz:
V' ()=(-2t+4)=2t-2=0, bunnan #,=1.
(0; 1) araligta v' () <0 ham (1; + o) araligta v' (f) >0 bolgan1 ushin
t,=1 de v () et kishi maniske erisedi.
2) t,waqittagi tezleniwdi esaplaymiz: a(1)=2-1-2=0 m/s?.

3

3) t, waqut ishinde basip otilgen jold1 s(z) :%—t2

+4t+50 formulaga

3
f,=1 di qoy1p esaplanadi, yagniy s(1)= 1?—12 +4-1+50= 53%m.

Juwabi: 1) 1 s; 2) 0 m/s2; 3) s%m. A

5-masele. Hawa sharina 7 € [0;8] minut araliginda V(#)=2£—-3/+10¢+2 (m?)
kolemde hawa burkip shigpagta. Témendegilerdi tabin:

1) daslepki waqittag1 hawa kolemin;

2) t=8 minuttag1 hawa kolemin;

(52



3) t=4 minuttag1 hawa uplew tezligin;
A 1) daslepki waqittagl hawa kolemin tabiw ushin V(#)=2£-3/+10¢+2 m?
formulaga =0 qoyiladi, yagniy V(0)=2 m°.
2) t=8 minut waqittagr hawa kélemin tabiw ushin V(6)=2£— -3+10¢+2
m?® formulaga =8 qoyiladi:
V(8)=2 - 8°-3-82+10 - 84+2=1024-192+80+2=914 m?,
3) hawa uplew tezligin tabamiz:

~ 3
V(1) =(2t3 -3¢ +10t+2) = 61* —6t+10(m—,}
min.

min

3
Demek, V'(4)=6'42—6-4+10:96—24+10=82(m—).

min?

3
Demek, a(3)=12-3—6=30( = ]

3
Juwabi: 1) 2 m? 2)914 m?; 3) 820 A

min
Ekonomikaliq mazmunly mdseleler

6-masele. Karima kdylek tigiw ushin buyirtpa aldi. Bir ayda x dana
kdylek tikse, p(x)=—x?*+100x min sum daramat qiladi. Témendegilerdi tabin:

1) en kop daramat aliw ushin gansha kéylek tigiw kerek?

2) en kop daramat qansha boladi?

A 1) p(x)= —x*+100x funkciyan1 maksimumga tekseremiz:

p'(x):(—x2 +100x)'=-2x+100=0, bunnan x,=50. (0; 50) kesindide
P'(x)>0 ham (50; +o0) araligta p'(x)<0 bolgan1 ushin x,=50 bolganda funkciya
en ulken maniske iye boladi. Demek, en kop daramat aliw ushin 50 dana
koylek tigiw kerek eken.

2) En tlken daramat gansha ekenligin tabiw ushin p(x)=—x’+100x
anlatpaga x,=50 di qoyamiz:

Pp(50)=-50*+100-50=—2500+5000=2500(m111 sum)=2500000 sum.
Juwabi: 1) 50 dana koylek; 2) 2 500 000 sum. A

(&)



@ Soraw ham tapsirmalar

Tuwindini qgollanip sheshiletugin:
1) geometriyaliq; 2) fizikaliq; 3) ekonomikaliq mazmunli maselege misal
keltirin.
Shimigiwlar

76. Tuwrimuyeshlik korinisindegi jer maydaninin atirapin qorshamagshi.
300 m reshyotka jardeminde en kobi menen neshe kvadrat metr jer
maydanin qorshaw mumkin?

77. Tuwrimuyeshlik korinisindegi jer maydaninin atirapin qorshamagshi.
480 m reshyotka jardeminde en kobi menen neshe kvadrat metr jer
maydanin qorshaw mimkin?

78.* Tarepi 120 sm bolgan kvadrat korinisindegi kartonnan tsti ashiq quti
tayarlandi. Bunda kartonnifi ushlariman birdey kishi kvadratlar kesip
alind1. Qutinin kélemi en tlken boliw1 ushin kesip alingan kishi kvadrattin
tarepi neshe santimetr boliw1 kerek?

79.% Konserva banka cilindr korinisinde bolip, onin toliq beti 216 © sm? ge
ten. Bankaga en kop suw siyiwi (ketiwi) ushin banka ultaninin radiusi
ham biyikligi qanday boliw1 kerek?

80. Tuwrimuyeshlik korinisindegi jerdin maydani 6400 m?. Jerdin tarepleri
ganday bolganda oni qorshaw ushin en kem reshyotka zarar boladi?

81.* Radius1t 5m bolgan sharga en kishi koélemli konus sirtlay sizilgan.
Konustin biyikligin tabin.

82.% Metalldan siyimhig1 13,5 /, ultan1 kvadrattan ibarat bolgan tuwri
muyeshli parallelepiped jasalmagqta. Idistin élshemleri ganday bolganda
ont jasaw ushin en kem metall4ketedi?

83. Materialliq noqgat s(¢)= ~L_ 153 nizami menen qozgalmagqta(s(?)
metrde, waqit 7 sekundta dlshenedi). Témendegilerdi tabin:
1) en ulken tezleniwge erisiletugin #, waqutti;
2) t, waqittag bir zamatliq tezlikti;

3) t, waqut ishinde basip otilgen joldi.
4
84. Materialliq noqats(7) = —%+ 127 n1zam1 menen qozgalmaqta(s(f) m de,

wagqut ¢ sekundta 6lshenedi).



1) en ulken tezleniwge erisiletugin 7, waqutti;
2) t, waquttag bir zamatliq tezlikti;
3) ¢, waqut ishinde basip otilgen joldi tabin.

3
85. Materiallig nogat g ( t) L 242 1 40t + 50 nizami menen hareketlenbekte
9

(s(?9) metrde, waqut ¢ sekundta olshenedi).
1) en kishi tezlikke erisiletugin 7, waqutti;
2) t, waquttagi tezleniwdi;

3) t, waqut ishinde basip otilgen joldi tabin.

3
86. Materialliq noqat s(7)= %—312 +8t+5 nizami menen hareketlenbekte

(s(?9) metrde, waqut ¢ sekundta 6lshenedi). Tomendegilerdi tabin:
1) en kishi tezlikke erisiletugin ¢, waqutti;
2) t,waquttagi tezleniwdi;
3) t, waqit ishinde basip otilgen joldi.
87. Hawa sharina ¢ < [0; 10] minut araliginda V(¢)=5£+3*+2t+4 (m?)
hawa burkip shigpagqta.
1) daslepki waqittagi hawa koélemin;
2) t =10 minuttag1 hawa kdlemin;
3) t =5 minuttag1 hawa uplew tezligin;
88. Hawa sharina 7€ [0; 15] minut araliginda V(®)=£+13/+t+20 (m*) hawa
burkip shigpaqta. 1) daslepki waqittagi hawa kélemin;
2) t=15 minuttagi hawa kolemin;
3) t=10 minuttag1 hawa uplew tezligin;
89. Muslima shalbar tigiw ushin buyirtpa aldi. Ol bir ayda x dana shalbar
tikse, p(x)=—2x*+120x min swm daramat qiladi. Tdmendegilerdi tabin:
1) déaramatti en kop qiliw ushin gansha shalbar tigiwi kerek?
2) en kép daramat qansha boladi?
90. Muxlisa yubka tigiw ushin buyirtpa aldi. Bir ayda x dana yubka tikse,
p()=-3x*t96x (min swm ) daramat qiladi. Témendegilerdi tabin:
1) déaramatti en kép qiliw ushin gansha yubka tigiw kerek?
2) en koép daramat qansha boladi?

()
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y=f(x) funkciya x, noqatta shekli f '(xo ) tuwindiga iye bolsin.

x, abscissali noqgatta y=f(x) funkciya grafigine otkizilgen urinba
tenlemesi y—f(x,)=f"(x,)(x—x,) kérinisinde jaziliwin bilemiz.

X, noqat atirapinda y=f(x) funkciya grafigin urinbanin saykes kesindisi
menen almastirsa boladi (29-suwretke qaran):

SxgtAx) ’

S(x)

el

0

v

29-suwret.

x—x, arttirmant Ax dep belgilesek (yagniyx =x, +Axdep alsaq),
tdmendegi juwiq gatnasqa iye bolamiz:

S )= f(x)+ f(x)(x =%, ), yaki
f(x0+Ax)zf(x0)+f’(x0)-Ax (D

(1) formula kishi arttirmalar formulas: dep ataladi.

Tusinik. x, noqat sipatinda f (x0 ), f '(xo )ménisler ansat esaplanatugin
nogqatt1 tanlap aliw usinis etiledi. Sonin menen birge, x noqat x, ga qansha
jaqun bolsa, bunday almastiriw anigiraq boliwin aytip 6temiz.

Endi biz kishi arttirmalar formulasina tayangan jagdayda juwiq
esaplawlardi orinlaymiz.

1-misal.

fix) = x™-2x5+3x>-x+3 funkciyanin x=2,02 noqattagi manisin juwiq
esaplan.

A x=2,02 noqatqa jaqn bolgan x,=2 noqatti alsaq, bul nogatta f{x)

Qﬁ



funkciya manisi ansat tabiladi: £ (x, )= £ (2)=13.
Bul funkciyanin tuwindisin tabamiz: f'(x) = 7x°® —12x5 + 6x — 1.
Ol jagdayda,

f(x)=f"(2)=75, Ax=x — x,=2,02 — 2=0,02 bolad1.

Demek, (1) formula boyinsha f(2,02)=f(2+0,02)~13+75-0,02=14,5.

Kalkulyator yamasa basqa esaplaw qurali jardeminde
f2,02)=14,57995 manisti payda etiwimiz mumkin. A

2- misal. /1,02 korennin manisin juwiq esaplan.

Af(x)= \/; funkciyani1 garaymiz. Onin tuwindisin tabamiz:

£ =(Vx) =ﬁ.

x, =1 dep alsaq, f(x,)=/(1)=~1=1,
e )=f(1)=t L 2L Ax=x—x, =1,02-1=0,02 bolad:.

21 2

Demek, (1) formula boyinsha

\/1,02:\/1+0,02z1+%.o,02:1,01.

Kalkulyator yamasa basqa esaplaw qurali jardeminde
1,02 ~1,0099504938... manisti payda etiwimiz mumkin. A

3-misal. 4/7.997 nin manisin juwiq esaplan.

A f(x)= 3/x, funkciyani qaraymiz. Onin tuwindisin tabamiz:
1 -2

f'(x)=§x3'
x, =8 dep alsagq, f(xo):f(8):%/§:2,
F@ =) =ir =]

—X —
3 g2 12
Ax=7,997 -8 =-0,003 boladi.
Demek, (1) formula boyinsha

&)



0,003

=1,9997.

Kalkulyator yaki basqa esaplaw qurali jardeminde
7.997 ~1,9997499687... manisti payda etiwimiz mumkin. A

4-misal. sin 29° tinh manisin juwiq esaplan.
A f(x)=sinx funkciyan1 qaraymiz. Onin tuwindisn tabamiz:

f'(x)=cosx-

_Z 7 1
dep alsaq, =sin—=—,
‘ palsaq, f(x,)= f( ) 6>
T T \/— 297[ T__ T
' = f(ZE)=cosE =", Ax=222—Z == bolad.
S %)= Cg)=cos o= 180 6 180

Demek, (1) formula boyinsha

sin29° —sm( +(—Z )asinE-X2 L N2 T+,
180 6 2180 2 2 180

Kalkulyator  yaki basqa esaplaw qurali  jardeminde
sin29° ~0,4848096202... manisti payda etiwimiz mamkin. A

5-musal. Logarifmlerdi esaplaw ushin kishi arttirmalar formulasin
keltiremiz.
1

A fix)=Inx; f'(x)= % (1) boyinsha, In(x, + Ax)=Inx, +— Ax —

xO
kishi arttirmalar formulasin payda etemiz.

Eger x,=1 ham Ax=¢ bolsa, In(1+7) = 7 boladu.
Bunnan, méselen, In1,3907= In(1+0,3907) = 0,3907 manisti alamiz.

Eger x,=0, yagnty Ax = x —x, = x bolsa, (1) kishi arttirmalar formulas1
SA0)+/'(0)x )
korinisti alad1. A

Klasta ormlanatugin tapsirma. (2) formulaga tiykarlanip, x jeterlishe
kishi bolganda

SINX=X, tgx:x e =l+x, (1tx)"=l+mx, ham de, 1+ x=~1 + x ,
J+x~ 1+ 3 =x juwiq esaplaytugin formulalardi payda etin.



6-musal. _1 anlatpani juwiq esaplan.

0,997%°
A (14+x)" = 1+mx formuladan paydalanamiz:
1

————=(1-0,003)7~1+(-30)(-0,003)=1+0,09=1,09.

0.997" ( ) (=30)( )

Kalkulyator yaki basga esaplaw qurali jardeminde
B ~1,0943223033... manisti payda etiwimiz mamkin. A
0,997

(1+x)" = 1+mx juwiq esaplaytugin formuladan paydalanip, korenlerdi tez
esaplaw usilin usinis etiw mimkin.

Shininda da, n — natural san bolip, B| sant ‘A" ‘ ¢a qaraganda jeterlishe

kishi bolsin.
Ol jagdayda
1
4"+ B = A(1+£jn ~ A(1+ij
A" nA"

yamasa

B

VA"+ B~ A+——-
n
Maselen, /131 =3125+6 =5+ 3 652 =5,08.

Kalkulyator yaki basqga esaplaw qurali jardeminde
/125 =5,0788... manisti payda etiwimiz mumkin.

(2) formulaga tiykarlanip, x jeterlishe kishi bolganda cosx tin
manisin juwiq esaplayiq.

(cos x)'=—sin x bolgan1 ushin f(x) = f(0)+/"(0)x

formula cos x=cos0 — (sin 0) x=1, yagniy cos x=1 korinisti aladi.

Bunday «juwig» formula bizdi ganaatlandirmaydi.

Sonin ushin, basqasha jol tutamiz. Tiykargi trigonometriyaliq birdeylikten

cosx =++/1—-sin’ x tenlikti payda etemiz.

Joqarida aytip 6tkenimizdey, x jeterlishe kishi bolganda sinx~x boladi.

Demek, cosxzx/l—sin2 X z\/l—x2 )




x jeterlishe kishi bolganda x” ta kishi bolatugini aniq.

2
Demek, 1+ x~1+ %x formuladan +/1-x* ~1 —% formula tikkeley

2
kelip shigadi, yagniy cosx~1-— x? formula orinli bolad:.

7-misal. cos44° t1 juwiq esaplan.
A cos(x—y)=cosxcosy+sinxsiny bolgan1 ushin

cos44’ :cos(z—i):coslcosi+sin£siniz
4 180 4 180 4 180
=£(cos—+sm—) T l-L(Zoy 20,9998476...
2 180 180 180 2 180

sin—— ~—— ~0,01793403.... Demek, cos44” ~0,7193403....
180 180

Kalkulyator yaki basqa esaplaw qurali jardeminde
c0s44°=0,7193339... manisti payda etemiz.

@ Soraw ham tapsirmalar

1. Kishi arttirmalar formulasin jazin.
2. Kishi arttirmalar formulasinin qollaniliwina misallar keltirin.

Shimigiwlar

91. f(x) funkciyanin x, ham Xx, noqatlardagi juwiq manisin
esaplan:

a) flo)=x*+2x, | x,=2,016, | x,=0,97,
b) Ax)=x~x%, | x=1,995, | x,=0,96;
d) flx)=x>-x, x,=3,02, x,=0,92;
e) fix)=x*+3x, | x,=5,04, x,=1,98.

(I+x)"=1+mx formuladan paydalanip, sanli anlatpanin juwiq manisin
esaplan (92-93):
92. a) 1,002'%;

93. a)./1,004;

b) 0,995;

b)+/25,012

d) 1,032,

. d)4/0,997;

¢) 0,998,

€)/4,0016




Juwiq esaplaytugin formulalardan paydalanip, esaplan (94-97):
94. a) tg 44°; b) cos 61°; d) sin 31°; e) ctg 47°.

95, a)cos (%m, 04); b)sin (%—0, 02);
d)sin (%+0,03); e) tg(%+0,05j.
96. a)W; b)m; d)m; e) 0. 91945 .
97. ) 1n0,9; b) " d)a;w.
y=f(x) tin  berilgen noqattagi  juwiq manisin  esaplan
(98-106):
98, y=/x" +7x, x=1,012.
99, y=+/x"+x+3, x=197.
100. y =3 x = 1,021
101. y = x* x = 0,998
102. y =32, x=1,03.
103. y =x°, x=2,01.
104%. y=~/1+x +sinx, x=0,01.
105%. y =3/3x + cosx, x=0,01.

106%. y=2x —sin(7x/2), x=1,02.

&)
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‘29_32J TUWINDI JARDEMINDE MODELLESTIRIW
|

10-klasta (79—81-tema) bakteriyalar saninin kobeyiw procesin tyrendik.

Endi bul waqiyaga basqasha qarayiq.

1-masele. Har bir bakteriya belgili waqittan (bir neshe saat, yamasa,
minutlardan) son ekige bolinedi ham bakteriyalar sani eki ese artadi.
Nawbettegi waqittan son sol eki bakteriya da ekige bdlinedi ham populyaciya
mugdari (bakteriyalar uliwma sani) jane eki ese artadi... Bul kébeyiw procesi
golayli sharayatlarda (populyaciya ushin zartr resurslar, orin, jemtik (aziq-
awqat), suw, energiya ham basqalar) dawam eteberedi, deyik.

Bakteriyalardin  kdbeyiw tezligi bakteriyalardin uliwma sanina
proporcional dep oylayiq.

Bakteriyalar populyaciyasinin sani galegen ¢ waqitqa qaraganda qalay
ozgeredi?

A b(f) dep ¢ waqit araliginda bakteriyalar populyaciyasinin uliwma sanin
belgileylik.

Tuwindinin manisi boyinsha, bakteriyalar kobeyiw tezligi b'(f) ga ten.

Oylawimiz boyinsha, galegen ¢ waqitta b'(f) mugdar b(f) mugdarga
proporcional, yagniy

b'(H)=kb(?) ()
gatnas orinli. Bul jerde & — proporcionalliq koefficienti.

b,=b(0) — daslepki =0 waqittag1 populyaciya sani bolsin.

b(f)=b,e"*' funkciya (1) di gqanaatlandiradu.

Shininda da, b'(f)=(b,e")=kb,e"'=kb(f).

Daslep 10 million bakteriya bolsa, (b,=10 mln), bunday bakteriyalar san1
bir saattan son b(1)=10¢*=20 (mln) ga ten boladi, yagniy ¢*=2. Bunnan k=In2
ge iye bolamiz.

t waqit araligindag1 bakteriyalar populyaciyasinin sanin tabayiq:

b(®)=10eM2'=10-2' (mln).

Bul natiyje 10 klasta alingan natiyje menen Ustpe-ust tispekte. A



Tarwyxiy maglhwmat. 18-asirde inglis ilimpaz1 Tomas Maltus joqaridagi
pikirlerge ugsas pikir juritip, jer juzindegi xaliq saninin ésiwi ushin

N '(y=kN(2) 2)

gatnast1 payda etti, bul jerde N(r) — waqittin ¢ momentindegi xaliq
Sanit.

N,=N(t,) — daslepki 7, waqittag1 xaliq san1 bolsin.

Bul jagdayda N(t)=N,e"'0 funkciya (2) tenlemeni ganaatlandiradi.

Shininda da, N'(f)= N,(e*-"0)=kN,e"“"O=kN(¥).

N()=N,e" nizam1 xaliqtin eksponencial ésiwin, yagniy, toqtawsiz
Osiw procesin anlatiwin indbatqa alip, Tomas Maltus waqit 6tiwi menen
insaniyatqa aziq-awqat resurslar1 jetispeytuginin «boljaganin» aytip
otemiz (30-sawretke qaran).

NA .
k:N,|- -4
o 1 r
30-suwret.

2-masele. Ekologiya tiri organizmlerdin sirtqr ortaliq penen 6z ara
gatnasin uyrenedi. Kébeyiw yaki tarli sebepler menen nabit boliwina
baylanisli bolgan populyaciyalar saninin ézgeriw tezligi waqitqa gqanday
baylanista ekenin uyrenin.

A N(f) — waqittin ¢+ momentindegi populyaciya sani bolsin, ol jagdayda
eger waqittin bir birliginde populyaciyada tuwilatugin janzatlar sanin A4,
nabit bolatuginlar sanin B desek, jeterli tiykar menen aytiw mimkin, N nin
wagqitqa qaraganda 6zgeriw tezligi

N'(f)y=A-B 3)

gatnast1 ganaatlandiradi.
Izertlewshiler 4 ham B nin N ge baylanishiligin tomendegishe tusindiredi.



a) En apiwayi jagday: A=aN(f), B=bN({). Bul jerde a hadm b — waqittin bir
birliginde tuwiliw ham nabit boliw1 koefficientleri.

Bul jagdayda (3) qatnasti
N'(#) =(a-b)N(1) 4

kériniste jaziw mumkin.
N,=NI(t,) — daslepki ¢, waqittag1 populyaciya sani bolsin.
Bul jagdayda N(7)=N,e“ 2 funkciya (4) ti ganaatlandiradi (tekserin).
b) A=aN(t), B=bN *(f) jagday da ushirasadu.

Bunda
N '(ty=aN(t) — bN (1) (5)
qatnas payda boladi.
Nyalb . , .
N(t)= funkciya (5) tenlemeni

N, +[a/b—N, e ™)
ganaatlandiriwin, tekseriw mumkin. A

(4) qatnastt  1845-jili  belgiyali demograf-ilimpaz Ferxyulst
populyaciyadagi ishki guresti esapqa algan jagdayda doretti. Bul natiyje
Maltustin (2) gatnasina qaraganda populyaciyanin rawajlaniwin anigiraq
tasindiredi.

Populyaciyanin 6siw-kemeyiwi a hdm b sanlarina qalay baylanisli boladi,
degen soraw tuwiliw1 tébiyiy.

31-stuwrette % >N, ham % <N, jagdaylar ushin
Nyalb

N, +[a/b-N, Je ™)
suwretlengen:

N(t) korinistegi ~ funkciya  grafikleri

v




s . e . a
Kérinip turganinday, waqit 6tiwi menen populyaciya sani 5 sanina

jaqinlasadi eken. Bul jagday toyiniw dep atalgan qubilisti bildiredi.
Sizilmada suwretlengen iymek siziq Maltus tarepinen logistikaliq
iymek s1z1q dep atalip, ol insan turmisinin har tarli salalarinda ushirasip
turadi.
Funkciyanin tuwindisin ust funkciya menen baylanistirtwshi y'(x)=F(x, y)

korinistegi qatnas differencial tenleme delinedi.

Jogarida keltirilgen (1) — (5) qatnaslar differencial tenlemelerge misallar
bolip esaplanadi.

Differencial tenlemeni qanaatlandiratugin har qanday funkciya
onih sheshimi delinedi. Joqargi matematikada belgili shartlerde
V'(x)=F(x, y) kérinistegi differencial tenilemenin y(x,)=y, daslepki shartti
ganaatlandiratugin birden-bir y(x) sheshimi bar ekenligi dalillengen.

3-masele. Waqittin 7 momentinde satilip atirgan 6nim haqqinda
xabardar bolgan gariydarlar san1 x(f) nin waqitqa baylanisliligin Gyrenin.
(Bul masele reklama natiyjeliligin aniglawda ahmiyetli.)

A Barliq qariydarlar sanin N dep belgilesek, satilip atirgan Onimnen
xabar1 joglar san1 N—x(#) bolad.

Onim haqqinda xabardar bolgan qartydarlar saninin ésiw tezligi x(7) ga
ham N—x(¢) ga proporcional dep esaplasaq, tdmendegi differencial tenlemege
1ye bolamiz:

x '(O)=kx(t)(N-x(?)), Bul jerde k>0 — proporcionalliq koefficienti.

N

e Po ™ dan ibarat, bunda

Bul tenlemenin sheshimi  x(¢)=

1
P= prat C — turaql1 san.

Bizge belgili, har qganday jagdayda ¢ waqit Otiwi menen Pe ™

shek kishireyip bara beredi ham bunnan, x(¢) = . anlatpanin manisi N

n Pekat

ge jaqinlasadi (32-suwretke qaran). A



32-suwret.

4-masele. Massast m, jlliliq siyimligr ¢ turaqli bolgan dene
daslepki momentte 7; temperaturaga iye bolsin. Hawa temperaturasi
turagh ham ¢ (T > 1) ga ten. Denenin sheksiz kishi waqit ishinde
bergen jilliligi dene hdm hawa temperaturalar1 arasindagi pariqqa,
sonday, waqitqa proporcional ekenligin itibarga algan halda, denenin
suwiw nizamin tabin.

A Suwiw dawaminda dene temperaturast 7; den t ga shekem paseyedi.
Wagqittin £ momentinde dene temperaturasi 7(7) ga ten bolsin. Sheksiz kishi
waqit araliginda dene bergen jilliliq mugdari, joqarida aytilgani
boyinsha,

Q'(O)=-kT-)

ga ten, bul jerde k — proporcionalliq koefficienti.

Ekinshitarepten, fizikadan belgili, dene T'temperaturadan rtemperaturaga
shekem suwiganda beretugin jillilig mugdar1 Q=mc(7(¢)—7) ga ten. Tuwindin
esaplaymiz:

Q'(®)=mcT"(®). (6)
Q '(t) ushin tabilgan har eki anlatpani salistirip, mcT '(f)=—k(T-7) difterencial
tenlemeni payda qilamiz.

Lk,

T(t)=t+Ce ™

funkciya (6) differencial tenilemeni ganaatlandiradi (6ziniz tekserin!), Bul
jerde C — galegen turagli san.



Daslepki shart (r=0 de 7=T;) C n1 tabiwga imkén beredi:

C=T,-r

Sonin ushin, denenin suwiw nizami tomendegi koriniste jaziladi:
k

T(t)=1+(T,~7) e .
k

Juwabi: T(t)=t+(T,— 7)€ "™ A.

5-masele. Tandirdan alingan (4zilgen) nannin temperaturast 20 minut

1shinde 100° tan 60° ga shekem paseyedi. Sirtqi ortaliq temperaturasi 25°.

Nannin temperaturast gansha waqitta 30° ga shekem paseyedi?

A Jogaridagi maselenin sheshiminen paydalanip, nannin suwiw

nizamin tdomendegi kériniste jaza alamiz:
k

T()=tH(T,— 1) e " =25+(100-25)e” =25+ 75¢",
bul jerde a — belgisiz koefficient.
a n1 tabiw ushin /=20 da 7(20)=60 tenlikten paydalanamiz:

T(20) = 25 + 75¢*%=60

1
20
75¢*" =35, (e”)* =3—5=l, e’ =(lj :
75 15 15
7\
Demek, nannin suwiwi 7' =25+75 (Ej nizamina boysinar eken.

Nannin temperaturasi 30° ga shekem paseyiw waqtin tabamiz:

t x
7 \20 7 \0 5 1
30=25+75|—| , | —= =—=—
(15 15 75 15

7 i
ln(gj =2’—O(1n(7)—1n(15))

—20In15 -20-2,7081 <71

bolgani ushin 7*= ~
In7—-Inl5 -0,762

Juwabi: 1 saat 11 minutta nannin temperaturasi 30° gqa shekem paseyedi. A

6-masele. Motorli gayiq tinish suwda 20 km/h tezlik penen qozgalmagta.

Belgili waqittan keyin motor isten shiqti. Motor toqtagannan 40 sekund

©



wagqt 6tkennen keyin qayiqtin tezligi 8 km/h boldi. Suwdin qarsiligt tezlikke
proporcional bolsa, motor toqtagannan 2 minut waqit 6tkennen keyin qayiq
tezligin tabin.

33-suwret.

A Qayiqqa F=—kv kush tésir etpekte. Nyuton nizami boyimsha F=mv '(¢).
Bunnan mv'(¢) = — kv.

Bul tefilemeni y (7) = Ce_;t kérinistegi funkciya qanaatlandiradi.
=0 de v=20 shartinen C=20 kelip shigad:.

_r 1
Bunnan v(7) = 20e 't =40 sek = 5o Saat bolganda gayiqtin tezligi 8

- 90
, r 1 . 5 ,
km/saat ga ten, bunnan §=20¢ m % yaki e” = (Ej ham de

1
90 |30 -3
{=2min :% saat bolganligtan |, _ 5 (i) Y 20(2} _32 1,28
2 2 25

(km/s) ekenligin tabamiz.

Juwabi: Motor toqtagannan 2 minut waqit dtkennen keyin, qayiqtin
tezligi shama menen 1,28 km/h qa ten boladi. A

7-masele. Radioaktivlik idiraw natiyjesinde radioaktivlik zattin massasi
m(f) nin waqitqa salistirganda 6zgeriw nizamin tabin. Bul jerde m(f) gramm,
¢ —jillarda dlshenedi.

A Idiraw tezligi massaga proporcional dep oylasaq,

m'(t)=—a m(f) 7)



differencial tenlemege iye bolamiz. m(f)=Ce * funkciya bul tenlemenin
sheshimi ekenligin tekseriw mumkin.

m(t,)=m, daslepki shartten m(t)=me

Juwabi: m(t)=mye “ A

- 11, .
@) nizamligqa 1ye bolamiz.

Ekonomikaliq modeller. Talap ham usinis ekonomikanin fundamental
(tiykarg) tusinikleri esaplanadi.

Talap (tovarlar ham xizmetlerge talap) — qariydar, paydalaniwshinin
bazardag: belgili tovarlardi, zatlardi satip aliwdi gdlewi; bazarga shigqan
ham pul mumkinshilikleri menen tdmiyinlengen zarurlikleri.

Talap mugdarimin ozgeriwine bir qansha faktorlar tasir etedi.
Olardin arasinda en dhmiyetlisi baha faktor1. Tovar bahasinin paseyiwi satip
aliatugin tovar mugdariin 6siwi ham kerisinshe, bahanin 6siwi satip aliw
mugdarinin kemeyiwine alip keledi.

Usinis — belgili waqitta ham belgili bahalar menen bazarga shigarilgan
ham shigariliwi mimkin bolgan tovarlar ham xizmetler mugdar1 menen
anlatiladi; usinis — ondiriwshilerdin (satiwshilardin)oz tovarlarin bazarda
satiwga bolgan galewi. Bazarda tovar bahasi menen onin usinis mugdari
arasinda tikkeley baylanisliliq bar: baha ganshelli jogar1 bolsa, basqa
sharayatlar 6zgermegen hallarda, sattw ushin sonsha kdbirek tovar usinis
etiledi, yaki kerisinshe, baha paseyiwi menen usinis kolemi qisqarada.

Talap ham usmistin  tap mazmunit olardin baha arqal
0z ara Dbaylanista boliwi. Bul baylanis — talap ham usinis
nizami bazar ekonomikasinin obyektiv nizami esaplanadi. Talap ham usinis
nizami boyinsha, bazardagi usinis ham talap tek gana mugdar emes, al
ozinin qurami jaginan da bir-birine saykes keliwi kerek, sonda gana bazar
ten salmaqgligina erisiledi. Bul nizam almastirtw nizami bolip, bazardi
basqariwsh1 hdm tartiplestiriwshi kash dérejesine koteriledi. Bul boyinsha
bazardag: talap ozgerisleri darhal ondiriske jetkiziliwi kerek. Bazardagi
talap ham usinis qatnasina qarap ondiris pati ham duzilmesi quraladi.

Tomendegi mdseleni kérip shigayiq.

Fermer uzaq muddet dawaminda miywelerdi bazarga satiwga shigarip
keledi. Har hapte aqirinda ol bahanin 6zgeriw tezligin baqlap, keyingi
haptege shigarilatugin miywelerdin jana bahasin shamalayda.

D4l usinday paydalaniwshilar da bahanin ézgeriw tezligin baglap, kelesi
haptege satip alinatugin miywelerdin mugdarin belgileydi.



Kelesi haptedegi miywelerdin bahasin p arqali, al bahanin d6zgeriw
tezligin p' arqali belgileyik.

Usinis ta, talap ta tovar bahast menen onin 6zgeriw tezligine baylanish
ekenligin isenim menen aytiwimiz mamkin. Bul baylanis ganday bolad1?

A Bunday baylanislardin en apiway1 kérinisi tomendegishe boladi eken:
y=ap'+bp+c, Bul jerde a, b, ¢ — haqiyquy sanlar.

Maselen, g arqgali talapti, s arqali bolsa usinist1 belgilesek, olar ushin
jogaridagi baylanislar g=4p'-2p+39, s=44p'+2p—1 tenlemeler jardeminde
anlatiliw1 mimkin.

Bul jagdayda talap ham usinistin 6z ara tenligi 4p'-2p+39=44p'+2p—1

qatnas jardeminde anlatiladi.

Bul tenlikten p':_—o korinistegi differencial tenlemeni payda
etemiz. 10

Eger daslepki  bahani  p(0)=p, dep belgilesek, baha

1
p=(p, —10) e 10 +10 nizamhigt menen dzgeriwin payda etemiz. A

Investiciya. Qanday da bir onim p baha menen satilad1 dep oylayiq,
QO(f) funkciya ¢ waqit dawaminda islep shigarilgan 6nim mugdari 6zgeriwin
bildiredi desek, ol jagdayda # waqit dawaminda pQ(f) ga ten daramat alinadi.
Aytayiq, alingan ddramattin bir bolimi 6nim islep shigariw investiciyasina
sariplansin, yagniy

1(2) = mpQ(t) (8)

m — investiciya normasi, turaqgli san ham 0<m<l.

Eger bazar jeterlishe tdmiyinlengen ham islep shigarilgan o6nim
toliq satilgan degen pikirden kelip shigsa, bul jagday ondiris tezliginin jane
astwina alip keledi.

Al,  Ondiris  tezligi  investiciyanin =~ dsiwine  proporcional,
yagniy

Q'=l1(), ©
bul jerde / — proporcionalliq koefficienti.

(8) formulani1 (9) ga qoyip

Q'=kQ, k=Imp (10)



differencial tenlemeni payda etemiz.
C — qalegen turagli san bolganda O = Ce" Kérinistegi funkciya (10)
differencial tenlemeni qanaatlandiradi.
Daslepki moment #=¢, da 6nim islep shigariw kélemi Q, berilgen dep
oylayiq. Ol jagdayda bul shartten turaqlt C n1 tabiw mumkin:
Q, = Cée" , bunnan C = Qoe_k") )

k(1—ty)

Natiyjedeislep shigariwkolemi O = Q,e nizami menen 6zgeretuginin

bilip alamiz.

@ Soraw ham tapsirmalar

1. Bakteriyalardin belgili wagqittan son ekige bolinip bariw procesin
tuwind1 jdrdeminde modellestirin.

2. Tomas Maltustin jer juzindegi xaligtin san1 6siwine tiyisli maselesin
tusindirin.

3. Tomas Maltustin logistikaliq iymek s1zigin tisindirin.

4. Reklama natiyjeliligine tiyisli maseleni tuwindi jardeminde
modellestirin.

Shimgiwlar

Teksttegi 4-masele sheshiminen paydalanip, shinigiwlardi orinlan

(107-108):

107. Temperaturast 25°C bolgan metall bdlegi pechke qoyildi. Pechtin
temperaturast 25°C dan baslap minutina 20°C tezlik penen tegis
rawishte koéterile basladi. Pech ham metall temperaturasinin parqi 7°C
bolganda, metall minutina 10-7°C tezlik penen 1sitila baslaydi. Metall
boleginin 30 minuttan keyingi temperaturasin tabin.

108. Denenin daslepki temperaturast 5°C. Dene N minut dawaminda 0°C ga
shekem 1s1d1. Qorshagan ortaliqtin temperaturast 25°C bolip tur. Dene
gashan 20°C qa shekem 1s1yd1?

Teksttegi 7-maselenin sheshiminen paydalanip, shinigiwlardi orinlan:

109. T4jiriybeler boyinsha 1 jil dawaminda radiydin har bir gramminan 0,44
mg zat jemiriledi
a) neshe jildan son bar radiydin 20 procenti jemiriledi?

b) bar radiydin 400 jildan son neshe procenti qaladi?
Teksttegi 6-maseleni sheshiwdegi usillardan paydalanip, shinigiwlardi

orinlan (110-111):

)



110. Qayiq suwdin qarsilig1r tasiri astinda 6z qozgalisin astelestiredi.
Suwdin garsilig1 gayiqtin tezligine proporcional. Qayiqtin daslepki
tezligi 1,5 m/s, 4 sekundtan son onin tezligi 1 m/s t1 quradi. Neshe
sekundtan son qayiqtin tezligi 2 ese kemeyedi?

111. 10 / kélemdegi 1dis hawa menen toltirilgan (80% azot, 20% kislorod).
Usi1disga 1 sekundta 1 litr tezlikte azot burkip shigpaqta. Ol uzliksiz
rawishte aralasip, usi tezlikte idistan shigpaqta. Qansha waqittan son
1dista 95% azoth aralaspa payda boladi?

Korsetpe: y(f) menen ¢ waqittagi azot tulesin belgilesek, y(r) funkciya
V- V=a(1-y) qatnast1 qanaatlandiradi deyik. Bul jerde V- 1sitiw kolemi,
a- uplew tezligi.

@ Qadagalaw jumis ulgisi

1. Ultan1 kvadrat bolgan tuwri muyeshli parallelepiped korinisindegi
usti ashiq metall 1dis jasamaqshi. Idistin kolemi 270 [/ boliwi
kerek. Idistin o6lshemleri ganday bolganda oni jasawda en kem metall
ketedi?

4

2. Materialliq noqat s(l‘)=—%+72t3 nizami menen qozgalmaqta (s(?)

metrde, £ waqit sekundta olshenedi).
1) en ulken tezleniwge erisetugin waqutti (¢,);
2) t,waqittagt momentlik tezlikti;
3) ¢, waqit dawaminda basip 6tilgen jold1 tabin.
3. Juwiq esaplaw formulasinan paydalanip In 0,92 ni tabin.
4. Juwiq esaplaw formulasinan paydalanip sin(—1, 2) ni tabin.
5. Onim islep shigariwshi isbilermennif kunlik daramati témendegi formula
menen esaplanadi:
P(x)=-3x*+42x—6 (min sum ) Bul jerde x — dnimler sani.
Témendegilerdi aniqlan:
1) en tlken ddramat aliw ushin isbilermen gansha 6nim islep shigariwi
kerek?
2) isbilermennin en ulken daramati neshe swmd1 quraydi?
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33-36 MASELELER SHESHIW
-« - J
112. Materialliq nogat qozgalis nizami s=s(f) boyinsha onin en ulken

113.

114.

115.

116.

117.

yamasa en kishi tezligin tabin:

D) s=13t; | 2)s=17t-5; 3) s=£+5t+18; 4) s=£+2£+51+8;
5) s=2£+5+61+3; 6) s=13£°+2£; 7) s=r+1+3.
Berilgen funkciya grafigine: 1) x,= — 1; 2) x,=2,2; 3) x,=0 abscissal1
nogatta 6tkizilgen urinbani tabin:

1) f(x)=12x+5x+1; | 2) f(x)=13x+4; | 3) f(x)=60; | 4) f(x)=x>+4x;
Berilgen funkciya ushin y=—7x+2 tuwr1 s1ziqqa parallel bolgan urinba
tenlemesin jazin:

1) f(x)=5x°-2x*+16; | 2) f(x)=—4x>+5x+3; | 3) f(x)=—8x+5.

Berilgen f(x) ham g(x) funkciyalar grafiklerinin urinbalar1 parallel
bolatugin noqatlarin tabin:

1) f(x)=2x>-3x+4, 2(x)=12x-38;

2) f(x) = 18x+19, g(x)=—15x+18;

3) f(x) =2x+13, g(x)=4x-19;

4) f(x) = 2x%, glr)=4x%;

5) f(x) = 2x*+3x2, g(x)=15x-17,

6) f(x) = 2x', glr)=4x%;

1) y= ! funkciya grafiginin x = —% noqattan 6tiwshi urinba tefilemesin
X

duzin. 2) y=x" parabolanin x=1 ham x=23 abscissalarga saykes
noqatlar1 tutastirilgan. Parabolanin usi 2 noqatti tutastiriwshi kesindige
parallel bolgan urinbasi gqaysi noqattan 6tedi?

3) Materiallig noqat  s(¢)= 5 sin%t +3  nizami  menen

hareketlenbekte. (s-santimetrda, f-sekundta). Materialliq noqattin
I-sekundtagi tezleniwin tabin.

Funkciyanin berilgen noqattagi tuwindisin esaplan:

1

1) f(x)=x*-15, x, :—5; 2) f(x)=3cosx, x, =—7;

(73)



3) f(x):%,xO:—Z; 4) f(x):—sinx,xoz—%.

5) f()=x'—4, x,=5; 6)f(x)=sinx,x0=%;

7) f(x):%, X, =—2; 8) f(x)=cos5x, xo:%;

9) f(x)=-cos2x, X, :—%.

118. Berilgen wagqittag tezlik ham tezleniwdi tabin:

1) s(t) =5 —1+50 1, =2; 2) s(t) =1 +122 +1, 1, =1;
3)s(t)=2t+1, t,=5; 4)5(1):gsin;,;o=%,

119. Funkciyanin abcsissast berilgen nogattagi tuwindisin esaplan:

1) f(x):xz—IS,xO:%; 2) f(x)=3cosx, x,=7x;
3 . V1
3) f(x)=;, Xy =2, 4) f(x)=-sinx, x0:§.
5) f(x)=x" -4, x,=-5; 6) f(x)=sinx, xoz—%;
1 ) T
7) f(x)zx—3, Xy =2, 8) f(x)=cos5x, X ==
9) f(x)=—cos2x, x, = %; 10) f(x)=sin2x, x, = %,
120. Berilgen wagqittagi tezlik ham tezleniwdi tabin:
1) s()=3r-21+10, 1,=2; 2) s()=r—6£+1, 1,=1;
3) s(1)=51+2F, 1,=5; 4) s(1)=8cost, t, :%.

Berilgen funkciyanin tuwindisin tabin (121-122):

121. 1) f(x)=—x2+x+30;2) f(x)=sinx—cosx; | 3) f(x)=\/_—%;

4) f(x)=4"-sinx; |5) f(x)=8cosx; |6) f(x):lnx—10x2+x—l.




122. 1) y=x*; 2)y=x_1; 3)y=x—@; 4) y=x*Inx;
xX+2 X
5) y=x’sinx;| 6)y=e'sinx; 7) y:);—j:l; 8) y=2(10x—1)sinx.
x

123. Berilgen funkciyalar ushin f '(—%),f '(%) sanlard1 esaplan:

1) f(x)=e"cosx; 2) f(x)=3x+1; 3) f(x)=2x>+x+3;
4) f(x)=sinx+x"; 5) f(x)=sinx+cosx; | 6) f(x)=sinx;
7) f(x)=cosx+x"; 8) f(x)=sin3x+cos3x.

3
124. Materialliqg noqat x(¢) = —%Jr 6t> +15 nizami menen gozgalmagqta.

1) tezleniw nol bolgan 7, waqutti; 2) us1 £, waqittag: tezlikti tabin.

125%, f(x)=x>—13x+2 funkciya Ox ksheri menen ganday muyesh astinda
kesilisedi?

126. /'(0) sand1 tabin: 1) f(x)=x"-4x +4; | 2) f(x)= (x+10)°.
127. y'(x) ti tabif: 1) y(x)=sin®x; | 2) y(x)=cos® x; | 3) »(x) =tg’x.
128. Funkciyanin 6siw ham kemeyiw araliglarin tabin:

) f(x)=3+7x; | 2) f(x):x3+17x; 3) f(x):%x+l8;

x+21

4) f(x)= . ) f(x):x2+5x—l4; 6) f(x)zx(x2+8);

7) f(x):—x2—4x+6' 8) flx)=—-
9) f(x)=x"—12x* -17x-23; | 10) f(x) 3x +18x3—6

1) f(x)=x>=5x2+19x+22; [12) f(x)=x*+7x.
129. Funkciyanin stacionar noqatlarin tabin:

1) f(x)=3x ~7x+9; | 2) f(x)=19x—%x3; 3) f(x)=
4) f(x)=8x"; 5) f(x)=7x-14; 6) f(x)=27-x
7) f(x)=12x" +13x* -16; 8) f(x)=x’—6x>+9.

)



130. Funkciyanin lokal maksimum hdm mimimumlarin tabin:

1) f(x)=x2—%x4; 2) f(x):14+13x2—12x3;
3) flx)=x* =3x* +x7 +95 4) flx)=2x"-x+7.

131. Funkciyanin 6siw, kemeyiw araliglar1 ham de lokal maksimum ham
minimumlarin tabin:
1) f(x)=x-64x; | 2)f(x)=2x-24; | 3)f(x)=4x*-108x.
132. Funkciyanin en ulken hdm en kishi manislerin tabin:
1) f(x)=x*-3x>+2,xe[41]; 2) flx)=x"+6x" +1,xe[-1;2];
3) 7(x) x4 cxe[1:5]; 4) f(x)=x" +6x7 +5x+8, xe[-3:4].

X+

133. Funkciyanin grafigin sizin:

1) y=x"-2x"+3x-2; 2

2) y=%x5+§x3; | 3) y=x' +4x°.

134. Tuwrimuyeshlik kdrinisindegi egin maydaninin atirapin qorshaw ushin
1000 metr reshyotka satip alindi. Bul reshyotka jardeminde en kobi
menen neshe kvadrat metr maydandi qorshap aliw miamkin?

135. Tarepi 16 dm bolgan kvadrat korinisindegi kartonnan usti ashiq quti
tayarlandi. Bunda kartonnin ushlarinan birdey kishkene kvadratlar
kesip alindi. Qutinin kélemi en ulken boliw1 ushin onin ultani neshe
santimetr boliw1 kerek?

136*. Konserva banka cilindr kérinisinde bolip, onin toliq beti 512xn
cm? ga ten. Bankaga en kop suw siyiwi ushin banka ultaninin
radiust ham biyikligi qanday boliw1 kerek?

137. Tuwrimuyeshlik korinisindegi jerdin maydani 3600 m?. Jerdin
tarepleri qanday bolganda, on1 qorshaw ushin en kem reshyotka
zarur boladi1?

138*. Radiusi 8 dm bolgan sharga en kishi kolemli konus sirtlay
s1zilgan. Us1 konustin biyikligin tabin.

139*. Ultanikvadratbolgantuwrimuayeshliparallelepiped korinisindegi
ashiq metall 1disqa 32 7 suyiqliq ketedi. Idistin 61shemleri ganday
bolganda on1 jasawga en kem metall sariplanadi?
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140. Materialliq noqat s(1)= —%+1013 nizami menen qozgalmagqta (s(t)

metrde, 7 sekundta 6lshenedi).
1) en ulken tezleniwge erisetugin (7,) waqutti;
2) t,waqittagr momentlik tezlikti;
3) ¢, waqutta basip 6tilgen jold1 tabin.
141. Hawa sharina 7€[0;10] minut araliginda V(z) = £*+3¢*+2¢+4 m’
hawa burkip shigilmagqta.
1) daslepki waqittagi hawa kdélemin;
2) t=10 minuttag1 hawa koélemin;
3) =5 minuttag1 hawa Uplew tezligin tabin.
142. Akram shalbar tigiw ushin buyirtpa aldi. Bir ayda x dana shalbar tikse,
p(x)=—2x*+240x (min swm ) daramat aladu.
1) daramatt1 en kop aliw ushin qansha shalbar tigiw kerek?

2) en ulken daramat neshe swm bolad1?

143. Funkciyanin tuwindisin tabin:

Dy=e"; |2) y=eS% | 3) y=sin(x+2); | 4) y=(2041)';
x—2 Inx _ . 2

5) y=—5—3| 6) y=—-; 7) y=arctg2x; 8) y=x~-cosx.
x +1 X

144. f(x)=¢>* ham g(x)=4x+2 funkciyalar ushin F(x) quramali

funkciyani dazin:

D Fx)=(g()): 2) F(x)= /()"
3) Flx)=g(/(x)); 4) F(x)=1g(glx)).
145. Quramal1 funkciyanin tuwindisin tabin:
1) y= (x2 + 1)5 : 2) y=Incosx;
3) y=A5x-7; 4) y=\ltg(2x-3);
5) y=arctg(3x—4); 6*) y=sin(arctg2x);
7) y =sin> x +cos >x; 8%) y=esm(cosx).

@



146. Funkciyanin 6siw ham kemeyiw araliglarin tabin:

Nx

1) y=2+x—x7; 2) y= >0);
) y=2+x-x ) y=—r @=0)
3) y=3x—x; 4) y=2x-sinx;

2x x’
5) y= ; 6) y=—.
)y 1+x* )y 2%
7) y=(x-1)"; 8) y=(x-1)".

147. Funkciyanin stacionar noqatlari, lokal maksimum ham minimumlarin

tabin:
1) y=x’-6x"+9x—4; 2) y= 2x2;
I+x
3) y=xt s 4) y=v2x—x",
X
148. Funkciyanin berilgen araligtagi en tilken ham en kishi manislerin tabin:
1) f(x)=2%, [-1;5]; 2) f(x)=x*-4x+6,[-3;10];
3) f(x)=x+, [0,01; 100}; 4) f()=5=4x, [-1:1];
X
5) f(x)=cosx, [—%; 7[} 6) f(x):‘x2 —3x+2/, [-10; 10];
7) f(x)=sinx, [%, 72':|; 8) f(x)=‘x2+3x+2 , [-15; 10].

149. Funkciyani1 tekserin ham grafigin sizin:

4

1) y=3x-x; 2) y=1+x2—%; 3) y=(x+1)x-2).
4) y:x+l; 5) y=416-x"; 6) y=+x"-9;
x

1,1
7) y=x>-5x|+6; 8) y=—x"—=x"
) y=x"=5[x{+6; | 8 y=jx'—2




II BAP INTEGRAL HAM ONIN
QOLLANILIWLARI

l'37-39'l DASLEPKI FUNKCIYA HAM ANiQ EMES
| U INTEGRAL TUSINIKLERI

Eger noqat qozgalis baslangannan baslap ¢ waqit dawaminda s(7)
araligt1 6tken bolsa, onin momentlik tezligi s(f) funkciyanin tuwindisina
ten ekenin bilesiz: v(£)=s'(f). Ameliyatta keri mdsele: noqattin berilgen
qozgalis tezligi v(f) boyinsha onin basip dtken joli s(7) n1 tabiw maselesi de
ushirasadi. Sonday s(f) funkciyani tabiw kerek, onin tuwindis1 v(¢) bolsin.
Eger s'(f)=v(¢) bolsa, s(f) funkciya v(f) funkciyanin daslepki funkciyasi
delinedi. Uliwma, minanday aniqglama kirgiziw mumkin:

Eger (a; b) ga tiyisli galegen x ushin F '(x)=f(x) bolsa, F(x) funkciya (a;

b) araliqta f (x) tin daslepki funkciyasi delinedi.

1-misal. a—berilgen qalegen san ham v(f)=at bolsa, s(¢) = %aﬁ funkciya

2
v(#) funkciyanin daslepkisi boladi, sebebi §'(7) = (%)’ =at =v(1).
2-misal. f(x)=x?, xe(— o«; ), bolsa, F(x):%xS funkciya f(x) tin
(— oo; o0) degi daslepki funkciyasi boladi, sebebi

1 1
Fl(x)= (=) ==.3x% = 2 = .
() =Gx) 3 ==/
1
COSZX,

F(x)=tgx daslepki funkciya boladi, sebebi (tgx)'=

3-musal. f(x)=

bundax¢§+k7z, keZ, funkciya ushin
1

7 -
COS X

4-msal. f (x):l,x>0, bolsa, F(x)=Inx funkciya L daslepki
X X

()



1
funkciyasi boladi, sebebi F'(x)=(Inx '=;.
4 4 4

1-masele. F|(x)= XT F,(x)= %+17, F,(x)= XT— 25 funkciyalar bazi-
bir f(x)=x* funkciyanin daslepki funkciyalari ekenin dalillen.

A tuwindilar kestesi boyinsha jaza alamiz:

4
) F (x)= (%)': 4-%: = f(x).

3

2) Fz,(x)=(x74+l7)'= (XT)'+(17)'=4-)CT-|-0+x3 =x’=f(x)

' _x_4_ ':x_4'_ " .x_3_ =3 =
3) F (x) = (7= 25)'= () = (25) = 4= 0 = =/ ().

Bul maseleden sonday juwmaqqga keliwimiz mimkin: qalegen F(x)=
4

XT +C funkciya (C—bazi-bir turagli san) ham f{x)= x> ushin daslepki funkciya

3

4 4
boladi. Shininda da, F'(x) = (XT+ C) = (XT)I +C'= 4-%+ 0=x"=f(x).A

Bul maseleden jane sonday juwmaqgga keliwimiz mumkin:
berilgen f(x) funkciya ushin onin daslepki funkciyasi bir manisli
aniglanbaydi.

Eger F(x) funkciya f(x) tin bazi-bir araliqtagi daslepki funkciyasi bolsa,
f(x) funkciyanin barliq daslepkileri F(x)+C (C — galegen turaqli san)
koérinisinde jaziladu.
F(x)+C koérinisindegi barliq funkciyalar kopligi f(x) tin anig emes
integrali delinedi ham j f(x)dx dep belgilenedi.

Demek, j F(x)dx=F(x)+C.

— integral belgisi, f (x) — integral astindag1 funkciya, al f (x)dx integral
astindagi anlatpa delinedi.

5-musal. Iaxdx = IL +C, sebebi tuwindilar kestesi boyinsha,
na

a X

(

+C)'=(ax)'-L+C':ax~lna-—+O=ax.
Ina Ina



k+1 +1

k
6-musal. [x'dv==—+C, k=-1, Sebebi (= +CO) = Y+ C=
k+1 k+1 k+1

=%-xk +0=x*. k=—1 bolsa, x>0 da 4-misal boyinsha, J'ﬁ =lnx+C.
+ X
y=F(x)+C funkciyanin grafigi y=F(x) funkciya grafigin Oy
kosher boylap jilistiritwdan payda etiledi (1-suwret). Turagli san C ti
tanlaw esabinan daslepki funkciya grafiginin berilgen nogat arqali

otiwine erisiw mumkin.

>
<

y=F(x)

it

I-suwret.

2-masele. f(x)=x’ funkciyanin grafigi A(3; 10) noqattan 6tetugin daslepki
funkciyasin tabin.

3
A f(x)=x’ funkciyanin barliq daslepki funkciyalari F(x):x?+C

3
koriniste boladi, sebebi F'(x) = (x?+ C) = % BT+ C' =x"+0=x".

3
Turaqli san C ti F(x):x?+C funkciyanin grafigi (3; 10) noqattan

otetugin etip tanlaymiz: x=3 da F(3)=10 boliw1 kerek. Bunnan

81

. N\



3 3

3 . . , . .
10= 3 C, C=1.Demek, izlenip atirgan daslepki funkciya F(x)= %H

3

boladi. Juwabu: %H. A

3-mésele.  f(x)=-</x funkciyanin grafigi A(8;15) nogqattan Otetugin
daslepki funkciyasin tabin.

;3 2
A f(x)=3xtin barliq daslepki funkciyalar F(x) . x3 +C Koriniste
boladi, sebebi

1 1

4
& §~x3+C':x3+O:3/;.

F'(x)=|=-x3+C —i(xg)'+C'—i~
4 4 4

4
Turaghh san C t1 sonday etip tanlaymiz, F(x):%x3+C funkciyanin

4
grafigi 4(8, 15) nogattan 6tsin, yagnty F(8)=15 tenlik ormlansm. x* = x3/x

bolganliqtan15 =%~8 :3/8 +C, bunnan C=3. Demek, izlenip atirgan déslepki

funkciya F(x)= %x3 x +3 bolad1. Juwaba: %xi/; +3. A

dx ., .,
4*-masele. J‘? = In|x|+C ekenin korsetif.
1 .
— b

Ax>0de [%_inx+C, sebebi (Inx+Cy=—+0= -
X X

(&)

x<0de | % _ In(—x)+C, sebebi (In(x)+C)'= =)
X

@ Soraw ham tapsirmalar

1. Daslepki funkciya degenimiz ne? Misallar keltirin.

1
+0=—. A
X

2. Berilgen f'(x) funkciya ushin daslepki funkciya bir ménisli tabila ma?
Ne ushin?

3. Daslepki funkciya F(x) tin grafiginin berilgen noqatinan otiwine
galayinsha erisiw mimkin? Misalda tusindirin.



Shimigiwlar

1. Haququy sanlar kopligi R = (—w0,0)da f(x) funkciya ushin F(x) funkciyanin
daslepki funkciya ekenin dalillen:

1) F(x)=x*-sin2x+2018, f(x)=2x—2cos2x;

2) F(x)=—cos§—x3+28, f(x)=%sin%—3x2;
3) F(x)=2x*+cos’x+3x, f(x)=8x*-sin2x+3;
4) F(x)=3x>+sin*x—7x, f(x)=15x*+sin2x—7.

Tomendegi funkciyalardin barliq daslepki funkciyalarin, tuwindilar

kestesinen paydalanip tabin (2—6):

2.1) S x| 2)f0)=6x" N |4 fek
5) f(x)=sinx; 6) f(x)=cosx; 7) f(x)=sin2x; |8) f(x)=cos2x;
3. 1) flx)=4% 2) flx)= 7 3) f()=e; 4) fx)=a";
5)f)=a>; 6) f(x)=e™; 7 f@)=10%; | 8) f(x)=e*".
__1 . el . L.
4.1) f(x)—2x+3, 2) J( )—4x_5, 3)f(x)=m,
1, b vy =_%
4)f(x)=;, 5) f(x)—ax+b, 6) /(%) p—
5. 1) f(x)=sin3x; 2) f(x)=sin(2x+5);  3) f(x)=sin(4x+m);
4) f (x)=cos5x; 5) f(x)=cos(3x-2); 6) f(x)= cos(2x+%).

6. 1) f(x)=xi2; 2)f(x)=xl—5; 3) f(0)=Gr+2)% | 4) f(x)=(2x 1),

7. Berilgen f (x) funkciya ushin onin berilgen 4 noqattan 6tiwshi daslepki
funkciyasin tabin:

1) £ (x)=2x+3, A(1;5);  2) fF()=—x2x+5,  A(0; 2);
3) f(x)=sinx, A(0;3):4)  fix)=cosx, A(%;S).



Berilgen f(x) funkciya ushin onin sonday déaslepki funkciyasin tabin, bul
daslepki funkciyanin grafigi y tuwri siziq penen tek gana bir uliwma
noqatqa iye bolsin (8-9):

8. 1) f(x)=4x+8, y=3; 2) f(x)=3—x, y=7,
3) f(x)=4,5x19, y=6.,8; 4) f(x)=2x—6, y=1.
9%, f(x)=ax+b, y=k.

Korsetpe:  F(x)= % +bx+C,masele shartinen ham % +bx+C=k

2 2
2ak +b =k+b— boladi.

2a 2a

kvadrat tenlemeden C ti tabin. C =

10%. f(x) ushin onmin sonday daslepki funkciyasin tabin, bul daslepki
funkciyanin grafigi berilgen nogatlardan 6tsin:

1) £(x)= i_f A (1: 10) ham B (4; ~2);

D) fi)=2, A(-1; 4) ham B (3; 4);

3)f '(x)=6x),CA(1;6) ham B(3;30);

4) f'(x)=20x% A(1;9) ham B(-1;7).

Korsetpe: Berilgen f'(x) boyinsha f(x)+C, tabiladi. Keyin f(x)+C,
ushin daslepki funkciyasi F(x)= I f(x)dx+Cx+C, tabiladi. Berilgen
noqatlar koordinatalarin aqirg tenlikke qoyip, C, ham C, sanlardi tabiw

ushin s1zigl tenlemeler sistemasina kelinedi.

11*. Berilgen f(x) funkciya ushin onin sonday déslepki funkciyasin tabin, bul
daslepki funkciyanin grafigi menen f (x) tuwindisinin grafigi abscissasi

berilgen noqatta kesilissin:
1 1
D f(x)=Gx=2)" x, =1L 2) f(x) = (4x+5)*, x, =—1;

3)f(x)=(7x—5)%, X =1; 4)f(x)=(kx+b)%, X, =%.



12. Berilgen f(x) funkciya ushin berilgen noqattan otiwshi daslepki
funkciyani tabin:

D f(x)=—, AG; ) 2) f(x)=——, AQ; I);
x—2 x+1
3) f(x)=cosx, A(%;S); 4) f(x) =sinx, A(r;10).

13. F(x) funkciya san késherine f'(x) funkciyanin daslepki funkciyasi ekenin
koérsetin:

1) F(x)=k-e%, f(x)ze%, k #0;

2) F(x)=C+sinkx, f(x)=k-coskx, C — turaqgl san;

3) F(x)=C+coskx, f(x)=—k-sinkx, C — turagh san;
4) F(x)= %sin(Sx +12), f(x)=cos(5x+12).

14. f(x) funkciyanin  berilgen  noqattan  &tiwshi  daslepki
funkciyasin tabin:

1) 7(x)=sin3x, A(%;%); 2) £(x) = cos 5x, A(%;%);

3 S =cosT, AT 400 =sinT, A(z;g).

15. f(x) funkciya ushin onin berilgen tenlemeler sistemasinin sheshimi (x,;
v,) nogattan otiwshi daslepki funkciyasin tabin:

log, x+log, y =3,
/) - { 2 ¥ log;

4log, x—log, y=2.
5" +5" =30,

2) f(x)=4x7;
)f ) 3.5 -2.5" =15.

D fx)=

3) £ (x)=cosx; {x Tr=

9
S5x+e;



~ 4(:435 INTEGRALLAR KESTESI. INTEGRALLAWDIN

«- = J

EN APIWAYI QAGIYDALARI

Integrallar kestesin tuwindilar kestesi jardeminde daziw mamkin.

Ne Funkciya f(x) Daslepki funkciya F(x)+C
xp+1

1 X, p#-1 il +C

2 I Inix|+C

3 e e+C

4 sin x —cos x+C

5 Cos X sin x+C

6 (ee+b)’, p# =L, k20 (CEGN

k(p+1)
7 1 ! Inlkx+b1+C
e+ b » k#0 E nl I
8 lekarb + C
et k20 k
1

9 sin(kx +b), k#0 —ooslkx+b)+C
10 cos(kx+b), k-0 %sin(kx+b)+C
11 1/cos’x tgx +C
12 1/sin’x —ctgxt+C
13 a <o

Ina
1

14 14+ x° arctgx + C
15 Slex+b) %F(kx+b)+C
16 f(g(x)g'(x) Flgx))+C




Qalegen bir X araligta aniglangan F(x) funkciya f(x) funkciyanin daslepki
funkciyasi boliw1 ushin eki funkciya da — F(x) hdm f{(x) funkciya da us1

X araligta aniglangan boliw1 kerek.

Maselen funkciyanin 5x—8>0, yagniy x>1,6 araliqtag: integrall,

1
7 5x-8
keste boyinsha, %ln(Sx —8)+C ke ten.

Differenciyallaw qagiydalarinan paydalanip, integrallaw qagrydalarin
bayan etiw mamkin.

F(x) ham G(x) funkciyalar galegen bir araliqta, saykes rawishte, f{(x)
ham g(x) funkciyalardin déslepki funkciyalar1 bolsin. Tomendegi qagiydalar
orinli:

I-qagiyda: a'F(x) funkciya af (x) funkciyanin daslepki funkciyasi
boladi, yagniy

J.a-f(x)dx:a-F(x)+C.

2-qagiyda: F(x)=G(x) funkciya f{x)+g(x) funkciyanin déaslepki funkciyasi
boladi, yagniy:
J(ft) £ g@)dx=] f ()dx = [g)dx=F(x) + G)+C
1-muisal. f'(x)=5sin(3x+2) funkciyanin integralin tabin.
A Bul funkciyanin integralin 1-qagiyda hdm integrallar kestesinin
9-banti boyinsha tabamiz:
j F(x)dx = j S5sin(3x+2)dx =5 j sin(3x +2)dix =

=5 (—%cos(3x +2)+C = —%cos(3x +2)+C,
sebebi integrallar kestesi boyinsha

[ sin(3x -+ 2)de = —%cos(3x +2)+C.
Juwabi: —%cos(.?)x +2)+C. A

()



2-musal. f(x)=8x"+2cos2x funkciyanin integralin tabin.
A Bul funkciyanin integralin 1- hdm 2-qagiydalar ham de integrallar

kestesinin 1- hdm 10-banti boyinsha tabamiz:

If(x)dx = I(8x7 + 2€082x)dx= SJ x'dx + ZJ cos2xdx

:8%x8+2-%sin2x+C:x8+sin2x+C

Juwabi: x* +sin2x+C. A

xdx

3-misal. J. integralin esaplan.

x*+8

A Bul korinistegi misallardi sheshiwde 6zgeriwshini almastiriw qolayl.

Eger x*+8=u delinse, du=2xdx, xdx = %du boladi. Onda

1
jf—dle e =L +8)+
x+8 27 u 2 2

Tekseriw: Tabilgan daslepki funkciyadan tuwindi alinsa, integral

X
x*+8

astindag1 funkciya payda boliw1 kerek. Shininda da,

1 1 2x X

- 2+ /== = 5
x2+8(x 8) 2 x*+8 x*+8

1 "1 1
—In(x* +8)+C | =—(In(x* +8))' + (' =—
[2 n(x” +8) J 2( (x”+38)) 5

Juwabi: %-ln(xz +8)+C. A

4-misal. J'e““ cos xdx integraldi esaplan.
A sinx=t almastiriwdi1 orinlaymiz. Ol jagdayda dt = cosxdx ham berilgen
integral I e'dr koriniste boladi. Integrallar kestelerinin 3-banti boyinsha

Ie’dt =¢' +C boladi. Demek, Iesmx cos xdx = es™+C.
Tekseriw. (e™+C)' = (e™)+C'=e"™(sinx)+0=e"™ cosx — berilgen

integral astindag1 funkciyani payda ettik.



Juwabi: e™+C. A

5-musal. I sin 5x-cos3xdx integraldi esaplan.

A Bunda 2sin5x-cos3x=sin8x+sin2x birdeylik jardem beredi.
Ol jagdayda
.[ sin Sxcos3xdx = 1 j sin 8xdx + lJ‘ sin 2xdx =
2 2

cos8x cos2x

16 4

+C.

1 1
=—(—cos8x)+—(—cos2x)+C =—
T )+ ( )

cos8x _ cos 2x
16 4

Juwabi: —

+C. A

6*-misal. J' cosmx cosnxdx integraldi esaplan.
A cosmx cosnx:% (cos(m+n)x+cos(m—n)x) birdeylikke ham integrallaw

kestesinin 10-banti boyinsha:

1
Icos mx COS nxdx = %J.cos(m + n)xdx + 5 I cos(m —n)xdx =

_sin(m +n)x N 1 sin(m—n)x LC

1
2 m+n 2 m-—n

1 si 1 sin(m—
Juwabr: L. sin(m + n)x L sin(m—n)x

+C. A
m+n 2 m-—n

7-masal. I%
x —

integraldi esaplan.
x+6

A Integral astindagi funkciya ushin tdmendegi tenlikler orinli:
1 B 1 (x=2)-(x-3) 1 1

x2—5x+6_(x—2)(x—3) (x—=2)(x-3) -3 x-2

Bunnan

dx 1 1 dx dx
= —_— d = — — =
J.xz—Sx+6 J‘(x—3 x—2) * J.x—3 x—2
=Inlx-3I-lnlx-2[+C=1n A 3|+ C,
x—2
Juwabi: ln| x=3 |+C. A
x—2

,
()



dx

8-musal. * 1+cosx integrald esaplan.

cos’x tgx+C

X dx
A Bul integraldi esaplaw ushin I+cosx=2cos> 2 hém'[
ekenliginen paydalanamiz. Onda

| d = & _LywXic-wXic
I+cosx 75 J2X 2 2 2
2

1 .(1)'4_0:1. 1 __1
2 X 2 2 2 X l4cosx

Tekseriw: (tg X C)'=(tg i)' +C'=
2 2 cos’ — cos

— integral astindagi funkciya payda boldi.

Juwabui: tg% +C. A

9-misal. Isinz 2xdx integraldi esaplan.

A Integraldi esaplaw wushin 2sin’2x=1-cos4x birdeylikten payda-
lanamiz.

. 1 ) .
Jsmz 2xdx = J-—(l—cos4x)dx :ljdx—ljcos4xdx:f—l-lsm4x+C:£—lsm4x+C.
2 2 2 2 24 2 8

Juwabi: %— % sin4dx+C. A

@ Soraw ham tapsirmalar

1. Integrallar kestesindegi Oziniz qalegen 4 misaldi tanlan ham oni
dalillen.

2. Integrallawdin dapiway1 qagiydalarin bayan etin. Misallarda
tasindirin.
cos2x

sin2xdx  integrald1

esaplawda usi usildi gqollanin ham misaldi sheshiw procesin tusindirin.

3. Ozgeriwshi almastirtw usili degen ne? je



Shimgiwlar

Berilgen funkciyanin déslepki funkciyalarinan birin tabin (16—18):

16. 1) 3x° —4x%;
5) Yx+33x;

17. 1) 5cosx—3sinx;

4) Se*+2cosx+l;

18.1) (x-2)*;
5) 4cos(x+5)+

Berilgen
(19-20):

19. 1) cos(5x+3);

Sx
4) sin(=—-2);
) sin( 2 )

4

>
cos’ x

7)
20. 1) 2 —(1-2x);
X

4) 2x-—

——+6;
Sin X

funkciyanin

2) 8x’ —5x*; 3)

6) 73/x —5/x;

2)7sin x + 4 cosx;

5) 4+2-e*—Tsinx;

2) (x+ 5)%;

barliq

2) sin(7x—6);

2x+3

5) A+3x)(x-1);

daslepki

3

4 i+—'
)x4 x*

K
X

7)5x" +4x’ —2x°.

3)2cosx—a’;

6 4
6)'§7;T4-?;'—'€ .
1 6
3) x-5 4) Jx+7 >

8 . 4 1
.1 6) 2sin(x—3)———. s L
= 6) 2sin(x—3) Y 7) Bx+7) +x5.

funkciyalarin

3) cos(23—x +1);

S)e s ; 6) &>,
3 5
8 ; 9 .
) cos’ 4x ) sin® 5x
2) Gxi2) —L |3 x> 1,
x cos® x

) %-i/x_2+2sin(3x—l).

21. Berilgen f (x) funkciya ushin grafigi A(x;)) noqattan étetugin daslepki

funkciyani tabin:

1) 7(x)=sin4x, A(%ﬂ);

3) f(x)=3x"+

, A(=1,0);

2
Nx+2

2) f (x) =cos5x, A(%;4);

1)

4) f()=4x' -

A(2;0);

1
24x—1

tabin



5) f(x)=cos*3x+sin’3x +%sin 4x, A(%;%);

6) f(x) = tgx-ctgx — 2005%, AQr;2r);

7) f(x) = \/:ﬁﬂx, A(2;6); | 8) f(x)=6x2—2 \/21_,14(—2; 4).
-X

Integrallardi tabin (22-28):

22.1) j(x3 —sin 2x —3)dx; 2) j(x“ +c083x + 4)dx;
3) I(xz - sing +¢cos g)dx; 4) J. (4x” + cos % +sin g)dx;
23%, 1) I( . 82 +6c0s” x+2)dx; 2) I( —8sin’ x + 3)dy;
sin” x cos’ x
3) j sin 2x cos 2xdlx; 4) j (sin 3x cos x + cos 3xsinx)dyx;

5) J- (sin 2x-sin 4x + cos 2x cos x)dXx; 6) I cos” Sxdx.

24%, 1) I sinSxcos3xdx;  2) I cos2xcos3xdx; | 3) I sin 7x sin 3xdkx.

(x—3)dx ‘ (x+4)dx
25% 1 —d 2 ; 4 .
)I 5 | 2) j “Txr12] ‘ j —4x+3 X’ =16
dx
26 1 x +x . d A 3 .
)J dx; © ) J‘l+cos2x’
dx ) hein?
Toos 5) J-4(x 6) I(l 2sin” 5x)dx.
dx t
27 )[4 -id; 2) [ 3) [
)I(x )y xd )I(1+x2)3 )Icos x
t
4 j AEX 5) J.sin3 xdb; 6) J‘cos3 xdx.
sin” x
dx (x—1)dx
28% 1) [X2L, 2) [x-Vx—4dx; 3 :
) | — ) [x-x ) | —

4) J(tg2x+tg*n)dx; ‘ 5) I(ctg2x+ctg4x)dx.



Berilgen f (x) funkciya ushin grafigi A(x;y) nogattan 6tetugin daslepki
funkciyan1 tabin (29-30):

29.1) 7(x) =%-cos§, A(r; 4);
2) f(x):%sinSx, A(%ﬁ);
3) f(x)=2sin5x+2(:os§, A(%;O);

30. 1) f(x)=3x>2x+8, A(1,9);
2) f(x)=4x"-3x>+2x+1, A(-1;4);
3) f(x)=5x"+3x"+2, AE2; 1).

31. Integraldi tabin:

1) j (x> = 1)(x +2)dx; 2) j (x+2)(x* —9)dx; 3) j (x> +1)(x* = 1)dx;
4) J-l 4x* +\/1 2x dx: 5) J-9x —4- \/3x+2
2x 3x+2
6) j (65_2X—2x)dx; 7) [(e" +10")ax.
32. Integraldi esaplan:
dx dx
D |——m—; ) | ———.
)Ix2+6x+10 )j “4x+5’ )Ix2+10x+26
Ulgi: I= j— integraldi esaplan.
X +4x+5
A I= = ; xH2=u deyilse, 1+(x+2)=1+u? x=u'
Ix T4x+5 I1+(x+2)2 xF2=u deyilse, IHrr2y=ltutx=u

ham integrallar kestesinin 14—15-bantleri boyinsha

I = j lih;z = arctgu + C = arctg(x+2)+C.

Tekseriw:
1
+ + — + !+ 0 —+ 0 =
(arctg(e 21+ C)~(aretg@+)+C= -
1 1

T1+(x+2)7 A +4x+5
Juwabi: arctg(x+2)+C. A



Integrallaw qagiydalarinan jane biri bdleklep integrallaw bolp
esaplanadi.

3-qagiyda*®. Eger qanday da bir X araligta f (x) ham g(x) funkciyalar
uzliksiz f'(x) ham g'(x) tuwindiga iye bolsa, ol jagdayda

[ /@) 0dx = f(x)g(x) = [ g(x) f (x)dlx )

formula orinli. Bul formula bdleklep integrallaw formulas: delinedi.
Bul formulanin dalili f(x) ham g(x) funkciyalar kobeymesin differenciallaw

gagrydasi (f(x)g(x))'=f"(x)g(x)+f(x)g'(x) ham '[f '(X)dx=f(x)+C ekenliginen kelip
shigad.

Formuladan paydalaniw korsetpesi: 1) integral astindagi anlatpa f(x)
ham g'(x) lar kobeymesi korinisinde jazip alinadi; 2) g'(x) ham g(x)f"'(x)
anlatpalardin integrallarin ansat (qolayli) esaplanatugin etip aliw nazerde
tutilad.

1-muisal. I x-e"dx integraldi esaplan.

A Bul jerde f(x)=x, g'(x)=e* dep aliw qolayl1, sebebi

g(x)= [g'(x)dx = fexdx =e", f'(x)=1. Ol jagdayda (1) ge tiykarlanip,
.[)ce)‘a’xzx-e’r —Je"dxzx-ex -e' +C.

Demek, J.xexdx =e"-(x-1)+C.

Juwabi: e*(x—1)+C. A

2-musal. Iln xdx integraldi esaplan.

A Integral astindagi Inx funkciyani f{x)=Inx ham g'(x)=1 lardin
kébeymesi dep esaplaymiz: Inx=f(x) * g'(x).

Ol jagdayda f'(x) = —, g(x)=[l-dv=x+C.
X

(1) formula boyinsha,

Ilnxdx=xlnx—Jx-ldx:xlnx—jdx=xlnx—x+C=
X

—x(nx—1)+C=x-(Inx—Ine)+C=x-In>+C,
e



Demek,jlnxdx —x-niic.

e
Tekseriw:

(x1n§+C)’ = (xlnf)'+C' = x'-lnf+x(1nf)'+o =

Juwab: x-In>+C. A

e

3-misal. I x cos xdx integrald1 esaplan.

A Integraldi esaplaw ushin f(x)=x, g'(x)=cosx dew qolayli. Ol jagdayda

') =1, g(x)= I cosxdx =sinx (bul jerde daslepki funkciyalardan birewin

aldiq, sonin ushin turaqli san C n1 jazbadiq). Boleklep integrallaw formulasi

boyinsha,

.[ xcosxdx=x-sinx—fsinxdx=xsinx+cosx+C.

Juwabi: x sinx+cosx+C. A

Integrallardi1 esaplan (33-35):

33*%. 1) Ix sin xdx;

34%. 1) jx cos 2xdx;
35%, 1) j 2¢xdx;

5) J_2x+1 Sx 1

8) I(e_x +e " )dx ;

1) [x-eax;

2) szcosxdx;

2) jxsin 3xdx;
2) I 3% xdx;

e+1

6)j

et —1
9 dx:
) _[er_l b

12) j .

e +e’

,
(2s)

3) _[ x In xdx;

3 sinzd;
)Ix 3 X

3) I S5 xdx.

10) [

13) [=

4) J.'2x In xdx

4) Ixcos%dx.
4) J.tgznxdx;

7) [ +4" ) dx;

xdx _

T+e*

lnx




™~ = 5 ANIQ INTEGRAL.
W b NYUTON-LEYBNIC FORMULASI

2-suwrette suwretlengen figura iymek sizigli trapeciya delinedi. Bul
figura joqaridan y = f'(x) funkciyanin grafigi menen, tdmennen [a, b] kesindi
menen, al gaptal tareplerden x=a, x=b tuwr1 siziglardin kesindileri menen
shegaralangan. [a, b] kesindi iymek s1ziql trapeciyanin u/tan: delinedi.

Iymek sizigli trapeciyanin maydanin qaysi formula menen esaplaymiz,
degen soraw tuwiladu.

Bul maydand1 S dep belgileyik. S maydand1 f(x) funkciyanin daslepki
funkciyasi jardeminde esaplaw mumkin eken. Usigan tiyisli pikirlewlerdi
keltiremiz.

Ay Ay
y=fx)
S
0 0l a x b x;
2-suwret. 3-suwret.

[a; x] ultanl1 iymek s1z1ql1 trapeciyanin maydanin S(x) dep belgileymiz
(3-suwret), bunda x us1 [a; b] kesindidegi galegen noqat: x=a bol-
ganda [a; x] kesindi nogatqa aylanadi, sonin ushin S(a)=0; x=b da
S(b)=S.

S(x) ti f(x) funkciyanin déslepki funkciyasi boliwin, yagniy S'(x)=f(x)
ekenin korsetemiz.



y=fx)

7
h

0] a x x+h bx=

4-suwret.

A Sxth) — Skx) aywrmanm koéreyik, bunda 4#>0 (h<O0 hal da
tap usilay koriledi). Bul ayirma ultan1 [x; x+/] bolgan 1ymek sizigh trapeciyanin
maydanina ten (4-suwret). Eger /4 san kishi bolsa, ol jagdayda bul maydan shama
menen f(x)* 4 qa ten, yagnty S(x+4)—-S(x)=f(x) A.

S(x+h)—-S(x) N

Demek,
h

J ().

Bul juwiq tenliktin shep bélimi #—0 da tuwindinin aniglamasi boyinsha
S'(x) qa jaqinlasadi. Sonin ushin #7—0 da S'(x)=f(x) tenlik payda boladi.
Demek S(x) maydan f'(x) funkciya ushin daslepki funkciyasi eken. A

Daslepki funkciya S(x) tan galegen basqa déslepki F(x) funkciya turaqh
sanga pariglanadi, yagniy

Fx)=S(x)+C.

Bul tenlikten x=a da F(a)=S(@)+C ham S(a)=0 bolgan1 ushin
C=F{(a). Ol jagdayda (1) tenlikti tdmendegishe jaztw mumkin:

S(x)=F(x)—F(a). Bunnan x=b da S(b)=F(b)—F(a) ekenin tabamiz.

Demek, iymek sizigl trapeciyanin maydanin (2-suwret) tomendegi
formula jardeminde esaplaw mumkin:

S=F(b)-Fa), @
bunda F(x) — berilgen f'(x) funkciyanin qalegen daslepki funkciyasi.

©



Solay etip, iymek s1zigli trapeciyanin maydanin esaplaw f(x) funkciyanin
F(x) daslepki funkciyasin tabiwga, yagniy f(x) funkciyani integrallawga
keltiriledi.

F(b)-F(a) ayirma f (x) funkciyanin [a; b] kesindidegi aniq integrali
b
delinedi ham bilay belgilenedi: [ f(x)dx

(oqiliwt: «a dan b ga shekem integral ef iks de iks»), yagniy

[ fGodx=Fb)-F(a). 3)

(3) formula Nyuton—Leybnic formulas: dep atalad:.
(2) ham (3) formula boyinsha:

b
S = [ f(x)dx. @)
Integraldi esaplawda, adette, tomendegishe belgilew kirgiziledi:

b
F(b)-F(a)=F(x)| . Ol jagdayda (3) formulani bilay jaziw mumkin:
a
f b
S = [ f(x)dx = F(x) - ()

Us1 jerde qisqasha tariyxiy magluwmatt: aytiw orinli.

Iymek siziglar menen shegaralangan figura maydanin esaplaw
maselesi aniq integral tusinigine alip kelgen. Uzliksiz f (x) funkciya
aniglangan [a, b] kesindi a=x,, x,.., X, ;.., X,=b noqatlar jardeminde 6z ara
ten [x, x,,] (k=0, 1, .., n—1) kesindilerge bdlingen ham har bir [x,, x,,]
kesindiden qalegen &, noqat alingan. [x,, x,,,] kesindi uzinlig1 Ax,=x,,,—x,
berilgen f (x) funkciyanin §, noqgattagi manisi f(§,) ga kobeytilgen hdm

S, = E)Axytf (E)AX +. 41 (§, DA, (6)

qosindist duzilgen, bunda har bir qosiliwshi ultani Ax, ham biyikligi
f (&) bolgan tuwrimuyeshliktin maydani. S, qosindi iymek sizigh

n

trapeciyanin maydani S ke shama menen ten: §,=S (5-sawret).



S-suwret.

6) qosindi f (x) funkciyanmin [a, b] kesindidegi integral qosindisi
delinedi. Eger n sheksizlikke umtilganda (»—o0), Ax, nolge umtilsa
(Ax,—0), ol jagdayda S, integral qosind1 ganday da bir sanga jaqinlasadi. Dal us1
san f(x) funkciyanin [a, b] kesindidegi integrali dep ataladi.

1-musal. 6-suwrette suwretlengen iymek sizigh trapeciyanih maydanin
tabin.

4

A (4) formulaga muwapiq S = I x*dx. Bul integraldi Nyuton—Leybnic

1

formulast (3) jardeminde esaplaymiz. f (x)=x* funkciyanin  daslepki
3
funkciyalarinan biri F(x) = x? ekenligi belgili. Demek,

4 34
S:szdx:x—
31

Juwabr: S=21 kv. birlik. A

2-musal. 7-suwrettegi shtrixlangan oblasttin maydanin tabin.

:§(43 P :%.63 =21 (kv. bitlik).

1

A Shtrixlangan oblast iymek s1ziql1 trapeciya bolip, ol joqaridan y=cosx
funkciyanin grafigi, al tomennen [—g,g} kesindi menen shegaralangan.
y=cosx — jup funkciya, oblast Oy kosherge salistirganda simmetriyali.

Ust magliwmatlar boyinsha, oblasttin maydani _[05 cos xdx maydaninin eki
esesine ten dew mumkin.



y=x

W T A

0" 1 4
6-suwret. 7-suwret.

A Nyuton—Leybnis formulasi hdm (5) formulas1 boyinsha:

= sin%— sin(%) =1-(=1)=1+1=2 (kv. birlik).

2

Juwabi. 2 kv.birlik. A

v
S = J.},[ COS xdx = sinx

3-misal. J cos xdx aniq integraldi esaplan.
0

A Nyuton—Leybnic formulasi hdm (5) formulas1 boyinsha:

V4

. T[ . .
‘J‘cosxdx:smx|0 =sinz—sin0=0.
0

Juwabr: 0. A

2
4-misal. j (2x* —3x+4)dx aniq integraldi esaplan.

-1

A Nyuton—Leybnic formulast ham (5) formula boylnsha:

j(zx x4 d)dy = (—x —%x 4 :——(——)— L 13,5, (kv. birlik)
Juwabi: 13,5 kv. birlik. A

?
S-masal. Ism Bx+ —) dx aniq integrald1 esaplan.

f1oo



A Aldin aniq emes integraldi tabamiz:

[sin?(3x+ %)dx = % [(-cos(6x+ %))dx = % (x —%sin(6x + %)).

. 11 3oLz 1 Zy—Lo-LsinZ)
Ol jagdayda S:E(x—gsm(6x+%))g—2(3 6Sln(27r+3)) 2(0 6s1n3)_

z 1 . » 1 .«
=———sin—+—sin—=
6 12 3 12 3

ox.| 3

Juwabi: S :%. A

6
6-misal. I \2x —3dx aniq integrald1 esaplan.
2

A Aldin aniq emes integraldi tabamiz:

3
Integrallar kestesi boyinsha j\/zx —3dx = L (2x-3)>+C.
Ol jagdayda 3

6

316
Jx/2x—3dx:%-(2x—3)2

; 1

1 : 1)L o7 262
_E-{(2-6—3) -(2-2-3) ]—3 27-1) = 3 —83.

Juwabi: 8%. A

Aniq integral témendegi qdsiyetlerge iye:
1. j f(x)dx =0. Shininda da, j f(x)dx = F(a)— F(a)=0.
2. i f(x)dx = —j f(x)dx.
A if(X)dx =F(b)-F(a); jf(X)dx = F(a)~F(b)=~(F(b)-F(a)).

Demek, —j f(x)dx = F(b)~F(a) = [ f(x)dx. A

(101]



3. a, b, ¢ — haqiyqiy sanlar bolsa, I f(x)dx = j f (x)dx+j f(x)dx (aniq

b

integraldin additivlik gasiyeti).

4. f(x), x e R, jup funkciya bolsa, ol jagdayda J. f(x)dx=2- I f(x)dx
—a 0
b
5. Eger f(x)>0, x€[a,b] bolsa, _[ f(x)dx 20 boladi.

b b
6. x<[a,b]da f(x)<g(x) bolsa, ol jagdayda j f(x)dx < I g(x)dx boladi.

@ Soraw ham tapsirmalar

1. Aniq integral degen ne?

2. Iymek sizigh trapeciya maydanin esaplaw madselesin aytip berin.
Misallarda tasindirin.

3. Nyuton—Leybnic formulasi degen ne? Onin mazmunin aytip berin.

4. Aniq integraldin gasiyetlerin aytip berin. Misallarda tsindirin.

Shimigiwlar

Aniq integrallard1 esaplan (36—41):

2 2 4 2
36.1) [3¥dv; | 2) [2xdv; | 3) [Swe; 4) [8-xax
0 0 — 1
e 1 4 1 2 1 1
5) j —dx; 6) ! — 7) ! b 8) ! V2xdx;
2] dx 3 dx 3
9) j—dx 10) !ﬁ; m g 12 ‘([x«/erldx.

V4

37.1) fcos(2x+%)dx; 2) '[ sin® 2xdx;
3

5 i
3) I sin 3x cos 3xdy; 4) J. (cos® 2x —sin” 2x)dkx.
0 0



In2

38.1) [ 2) je“dX; 3) j(e“ — ")k
0

0 1

1 0
39. 1) j (% +3x))(x —1)dx; 2) j (x+2)(x* —3)dx;
-1 -1
P ! 1
3) j (x+=) db; 4) j — (1-—)dx.
1 b X by
¢ dx + o dx %
40% 1 ; 2 : 3) | (sin* 2x+cos® 2x)dn.
)'{\/3x—2 )'0[ x+1 ) '!( )
5 5.2 L2
41%. 1) Ixz A x —1dx; 2) jo;mdx; 3) J‘L)Té‘dx
| X — X+

42*, 1) Sonday a ham b sanlardi tabin, f (x)=a-2*+b funkciya 7'(1) =2,
3
I f(x)dx =7 shartlerdi ganaatlandirsin.
0

b
2) I (b—4x)dx>6-5b tensizlik ormnlanatugin barliq 5>1 sanlardi
1

tabin.

2
43*, 1) j(bz +(4—4b)x+4x")dx <12 tensizlik orinlanatugin barliq b
1
sanlard1 tabin.

2) Qanday a>0 sanlar ushin I e“dx >% tensizlik orinlanadi?

44. f(x) funkciyan1i a nin galegen manisinde tenlikler orinlanatugin
etip tanlan:

D [ fde =20 -3a 2) [ £y =da-as

3) j £ (x)dx =§a3 _%az; %) j F)dv=d® +atsing,

(i)



Integrallard1 esaplan (45—46):

1 -1 1
45.1) [(e"+D’dx;  2) [10727dx; 3) [(e -1y ax;
0 -2 0
—1 In3 In5
4) [376%dx; 5) j e dx 6) [ e*ax.
-3 n2 In3
1 Ax X 1 ~Ax-1 x—1 Je-1
e D[ ) [ 3 [ 2
)6 107 b+l
Jer2 1 Ax x 2
Zde 3 +4 -Xx X
4 ; 5 dx ; 6) |14 -8dx.
) \7[5 x*=2 ) '!- 12* ) !

47. x=a, x=b tuwr1 s1ziqlar, Ox késheri ham y=f (x) funkciya grafigi menen
shegaralangan iymek siziql1 trapeciyanin maydanin tabin.Sdykes suwret

S1Z1N:

1) a=1, b=2, f (x)=x% 2) a=2, b=4, f (\)=x7;

3) a=-2, b=1, f (x)=x’+2; 4) a=1, b=2, f(x)=x’+2;

5) a:%,b:%”, f(x)=sinx; 6) a:%,b:%,f(x):cosx.

48. Ox kosheri ham berilgen parabola menen shegaralangan figuranin
maydanin tabin:

1) y=9-x%;
4) y=—x"+7x-10;

2) y=16—x7;
5) y=—x"+4x;

3) y=—x"+5x—6;
6) y=-x"-3x.

Toémendegi siziglar menen shegaralangan figuranin maydanin tabin. Saykes
suwret s1zin (49-50):

49.1) y=—x"+2x, y=0; 2) y=—x"+3x+18, y=0;
3) y=2x"+1, y=0,x=-1,x=1; 4) y=—x"+2x, y=x.

50.1) y=-2x"+7x, y=3,5-x; 2) y=x>,y=0,x=3;
3) y=x*, y=0, y=—x+2; 4) y=2x,y=0,x=1,x=4.
5)y:l-x2,y:a-\/;; 6)y:2x,y:2 x=0;
7) y:ﬁgx, y=0, e=2, x=0.




@ Qadagalaw jumisi ulgisi

I variant

3
1. f(x)= % —cos3x funkciyanin barliq daslepki funkciyalarin tabin.

2.Eger F (%) =1,bolsa, f(x)= funkciyanin déslepki funkciyasi F(x)

6
(4-3x)
t1 tabin.

2
3. Esaplan: j (x* —6x+9)dkx.

-1
4. Esaplan: ][.sinidx.
y 3

5. Ox koésheri, x=—1, x=2 tuwr1 siziglar ham y=9-x’ parabola menen
shegaralangan iymek si1zigh trapeciyanin maydanin esaplan.

II Variant

4
1. f(x)= x? +sin4x  funkciyamin  barliq  daslepki  funkciyalarin

tabin.

2. Eger F(%jzz bolsa, f(x)= funkciyanin daslepki funkciyasi

3
(2—5x)’
F(x) ti tabin.

1
3. Esaplan: j (x* +7x —8)dkx.
-3

4. Esaplan: [t cosgdx.

5. Ox koésheri, x=-2, x=3 tuwri sizigqlar ham y=x’-1 parabola menen
shegaralangan iymek sizigli trapeciyanin maydanin esaplan.



JUWAPLAR
I BAP
1. a) Puls jiyiligi — Bul jurektin bir minutta gansha uriwin koérsetetugin

belgi. Demek, bir minutta Madinamin jaregi 67 marte wuradi. b) 4020.

ate
2. a) ~0,0015088%  Sapa artt. #) = 0,15. 3. Marip onimlirek islegen.
SOz
4. @) ~0,000177 M 5 goXm yaki 892, 6. a) 0,1 " . p) 09 2
km h S S s
€) 0,5 " 7. a)3,1 dana . 47 dana . b) Doza 2 grammnan 8 grammga shekem
s g g
arttirllganda  janlikler san1 tez kemeyedi, al keyin kemeyiwi paseyedi.
8.a7, b7 o¢oll; d16;, e 0, )5 9.a5 b7 c)c 10.a) -2; b)7;
co-1; d)1. 11.a)-3; b)-5 c-1 d)6;, e -4 )-8 g1, h2; iS5

1 1
— 9 ——
X 24x
16%. a) /' (x)=a; b) f'(X)=2ax + b; ¢) ['x)=3ax*> + 2bx + c. 20. 1) 4x3f' 2) —2x73
3) 3x . 21. 2) xl; 4) A3 21+ 2H42x . 220 2) 15 4) -

Jx(Wx-1)%)

13.a) 3x%; b) — ;d)0. 15.a)2;  b)6x+5; ) 6xXH8x  +6.

23.2)5325.24.2)-3; 92, 25.2) _ 4 L1a 2x—£ 26.2) 3(c+2)% 4) 2x .
x4 X
9 3
27.3) 2 Ay L 6 40 - 4 8) a0 43x¢3x Tkt 28. 2) O;
(x*=1)° (x—1)°
| | 11
4) ——: 6) . 8) Itinx; 10) 2" ———— . 29, 2) 2ecosx: 4) = lnx,
cos” x xIn2’ x x X2
Lo, b 83050 30.2) 11 31.2)0. 32.2) ——— 4y —— 1.
2 33/x_2, T o cos’ x sin® xcos® x
|
6) 2xsinx+x?-cosx ; 8) xcosx. 33.2) 1. 34.2)nm,nez;4)1.35.1) ——1; 2)
X
w362 LEx” ) XF2 0 o)y 38, 2) Pt 4) 6+ L,
x X
39. x>-2x. 43. 2) es™cosx; 4) sin2x; 6) 1 4 1; 8) 20(2x—1)°. 44. 3) —tgx;
x_

8) —30x%cos¥x-sinx+2xcos*’x; 9) Sotgx élnx . 45, 2) y=3x—4; y=3x—4; y=3x—4.
X sin” x

4) y=—x—2; y=8x+16; y=—4x. 8) y=—sinl-x + sinl+cosl; y= —x-sin2+2sin2 + cos2;



y=1. 46. 2) y=7x—6. 47. 2) bolmaydi; 4) 0 ham %; 6) 0 ham % 48. 1) y=—x;
y=—x+21; y=—x+1. 49. 2) 0,1 ; 0,331 . 50. 2) a) 0,2718; b) 9,06 . 4) a) 0,938127;
b) 31,2709. 51. 2) a) 0; b) 0. 4) a) 0,119401; b) 11,9401 . 52. 1) 4; 2) -7; 3) 6; 4)
19/28; 5) 0. 53.2) 29; 4) 32x-3; 6)18-2x; 8) 48x*+10x—2. 54. 1) a) 15; b) 15; ¢)
15; d) 15; 4) a) -29; b) 12; ¢) 5; d) —1. 55. 2) 3(xt2)*; 4) 1-x2. 56. 1) 12; 2) 3.

X 1 [
+t +—_ . X -7 X760 « _ .
57. 15 m/sek. 58. 3) (— gx cos’ x xIn3’ 10) 7x"In7+77x¢ ; 12) 7 COSX;

14) 8-2%.59. 2) 4, 4) 2. 60.2) ©.61.1 ham 2 . 62. 2) 2x7—1 . 63. 2) 2,75.

2 _ 0 I A I B 2

(x+38) (x> +7)
66. 2) e*(4cosx—6sinx); 4) ﬂ . 67. 2) —4 4) —— 12 —L.
x sin“1 20
68. 1) 2xsinx+x’*cosx; 2) — lngiXS 4) 35tg34x ; 8) (2x—10)Incosx—(x*—10x+7)tgx.
69. 3) osiw: (—oo; —3) U (3; —0) kemeyiw: (-3;3).
4) 6siw: (—o0; 0) U (0; +o0); kemeyiw: O.
6) 6siw: (—o0; /2) U (+/2;400);  kemeyiw: —~2; \/7
8) osiw: (—o; 0); kemeyiw: (0; +o0).
9) 6siw: (—1; 0) U (1; +o0); kemeyiw: (—o0; —1) U (1; +o0).
10) dsiw: (2; +o0); kemeyiw: (—o0; 2).
T p4
14) 6siw: (—E‘FWT; E"'WT): nez; kemeyiw: .
70.2)-3;3. 4)0. 6) Q. 8) 0; —1.
71. 2) lokal minimum x=4; lokal maksimumi bolmaydi.
4) lokal minimum x=5; lokal maksimum x=-5.
6) lokal minimum x=0,75; lokal maksimumi bolmaydi.

8) lokal minimum x= 2nn, neZ; lokal maksimum x= n+2nn, neZ.
72. 2) 6sedi (—1; 1); kemeyedi: (—oo; —1) U (1; +o0).

4) 6sedi: (—%err; %Jrnﬁ), ne Z; kemeyedi: (—%+2n7r; 377[+2n7r), neZ;

. . 7[ 7[ .
6) 6sedi: @ ; kemeyedi: (—5+n7r; 5+n7f), neZ. 73, 2)enulken manis: 57,

28
en kishi manis: —55. 4) en ulken manis: 84; en kishi manis: ——.

76.5625m?. 80. 80 m. 83. 1) 5 sek; 2) 250 m/sek; 3) I%%m

()



3

87. 1) 4m?; 2) 5324 m?; 3) 407

89.1)30ta;  2) 1800000 swm .
91.d) 24,52, —0,1; ¢) 40,52, 9,86. 93. g) 2,0004. 94. ¢) 0,9302.
95. d) 0,526. 96.d) 0,1247. 112. 1) en ulken 13; en kishi 13. 3) en ulken bolmaydi; en

kishi 5. 5) en tlken bolmaydi; en kishi %1

min

113. 2) y=13x+4;y=13x+4; y=13x+4. 114. 1) joq. 115. 3) joq.

3 1
3 3. N2 9) -2 .

117.1)-1;2)0;3)——;4)—=5:5756) —;7)———; 8 —;
)-152)0:3) 5 H 55 5) )2 )16)2
118. 1) 19; 10; 2)27;30; 3) 77;30; 4)0;-8.

ﬁ sf

119. 1) 1;2)0;3)%; H-239756) <) -1538 5759 J2:10)0.
120. 1) 10; 6. 2) 15; 18. 3) 225; 80.
121. 1) —2x-+1; 2) cosx+sinx; 4) 4'Ind—cosx; 6) %— 20x+1. 122. 1) 4x%; 3) 1+% ;
6) e*(sinx+cosx);8) 20sinx+2(10x—1)cosx.
z 2

|
123. 1)\/7 £0;2)3;3; 3) 2n+1; . 4) - m; T 15)1:0:6) 0; =

H1-—7 ;- 74-% 8) 3; —3\/5.
124. 1) 12; 2)72. 126. 1) 0; 2) 600 000. 127. 2) —sin2x.

128. 2) 6siw: (—o0; +00); kemeyiw: .
4) osiw: O kemeyiw: (—o0; 0) U (0; +o0).
6) 6siw: (—o0; +o0); kemeyiw: Q.

8) osiw: (0; +o0); kemeyiw: (—oo; 0).

133 133 13
129.2)  |[—; —+/—. 4) 0; 6) 3;-3; 8)0;, ——,
S ) ) 10—

130. 2) lokal minimum: x=9. lokal maksimum: bolmayda.
131. 2) en ulken: 81; en kishi: —6. 134. 62 500 m.

143. 1) 3¢*; 2) es™cosx; 3) 3cos(3x+2); 4) 8(2x+1)’;
144. 1) €% 2) %% 3) 4e>42; 4) \f16x+10 -
5

145. 1) 10x(x*+1)% 3) W; 8) — esinos)-cog(cosx)-sinx.
146. 1) 6sedi: (—o0; 0,5); kemeyedi: (0,5; —o);

3) 6sedi: (—1; 1); kemeyedi: (—oo; —1)U(1;+ o).

4) 6sedi: (—oo; +o0); kemeyedi: Q.

7) 6sedi: (—oo; +o0); kemeyedi: .



8) o6sedi: (1; +0); kemeyedi: (—oo; 1).
147. 1) stacionar nogatlari: 1 ham 3; lokal maksimum: 0; lokal minimum: —4.

II BAP

3

2. ) X+C, 4 x2+C;  6) sinx+C; 8) %sin2x+ C. 3. 2

x

T

+C;
Inzxz

X X 1 .
4) a +C;  6) ¢ +C.4 4) llnx+C, 5.4) —sin5x+C;  6) Leos2x+C.
Ina s a 3 2

6. 4) %(2x—1)4+C. 7. 2) %.x3+x2+5x+2; 4) sinx+4. 8. 1) 2x*+8x+ 11;
x2 9 8
2) —5 X253 Zx2+9x+15,8; 4) x2—6x+10. 10. 1) ;—2x+4;
9 1 203
2) —S+2x-3 3) x*—x+6; 4) x>+7x+1. 11. 1) Z'(3x—2) +Z;
X
1 >4 1 L 1 Ly
—(4x+5)* +—; —(Tx=5) +—; 4) —(kx+b) & +——.
2)5(X+)+5, 3)8(x )+8,4)k+1( .
12. )5 Inlx=21+7;  2)3Inlx+1l+1;  3)sinx+7, 4)—cosx+9. 14.2)%-sin5x+%; 4)

“3e0sT+6. 15 1) 4 2) - 15.16.2) x*x's 4) SN L
3

e
x4 x

2
17. 2) =7Tcosx +4sinx; 4) Se*+2sinx. 18. 2) %()H.S)S; 4) 9-(x+1)§;

7 5
6) —2cos(x—3) —4Inlx—2l. 19. 2) —%-cos(7x—6)+C; 4) —gcos(Tx—Z)+C; 6)

1 1 .
_l.eHX +C.20.2) E'(3x+2)5 +§x’5 +C;  4)x+3ctgx +6x+C.21.2) %51n5x+3§;
2

4) x*—Jx-1-15. 22. 2) %x5+%sin3x+4x+c; 4) x4+3sin§—3-cos§+C.

X

_ 4
23.2)—%cos4x+C. 24.1)1—610058x—%cos4x.25.2)ln 7C. Hnk-di+C

Y
1

1
26.2) x—arctgx +C;  4) —5clgx+C. 27. 2) e +
+x

4) — % ctg’x+C.

b

8 22 2 1
28.2) S+ (=474 4) JExHC 29, D) —%0055x+3. 31. 4)

(109



x+x>=J1-2x+C. 33. 1) sinx—xcosx+C; 2) x’-sinx—2sinx+2xcosx+C;
1, 1, 1 2
3) E.x lnx_Zx +C; 4) x-arctgx—Eln(l+x )+C.

34.1) %-(xsin2x+%cos2x)+c; 3) 9Sin§—3x-cos§+€.

36.4)30. 37.4) l .38.2) l “(e8-1). 39. l 40.2)2.41. 1,5+In2. 42. 1) a= L,
4 4 8 In2

_ 7(ln*2-1)
3In°2

f)=x"-3x; 4) f)=1+2x+cosx.45.2) _ 4 ;6)8.46.2) 04 Ol . 41 47, 2)—
5In5 In5 1n2

. 2)b=2.43.1)b=3;2)a>In2.44. 1) f()=4x—3; 2)f)=4-2x; 3)

V2 1 4 10 1
P 1= 48.2) 855-49-1)3, L5 Y5 4

50.1)9; 2)9; 3)4.,5;

Paydalanmilgan ham usinis etiletugin adebiyatlar

1. IILA. AnumoB u np. AnreOpa ¥ Hayaja MaTeMaTUYECKOTO aHaIu3a, YUeOHUK
s 10—11 xmacca. YueOHUK 11t 6a30BOr0 M MPOQHIIBHOTO 0Opa3oBaHUs,
Mockaa, “Ilpocsemenue”, 2016.

2. Mal Coad and others. Mathematics for the international students. Mathematical
Studies SL 2nd edition. Haese and Harris publications. 2010.

3. A.H. Konmoropos u 1p., Anrebpa 1 Hadaja aHanu3a. YdeOHoe mocobue ams
10-11 xnaccoB. Mockaa, “lIpocBemenue”, 2018.

4. 3. CaiimamatoB u Jip. AnreOpa U OCHOBBI MATEMAaTHYECKOTO aHAIH3a.
yacTh 2 yuebHoe nocoodue, Tamkent, “Ilm ziyo”, 2016.

5. A.U. Abduhamidov hdm boshqgalar. Algebra hdm matematik analiz asoslari, 1-
bolim, Toshkent, “ O‘gituvchi”, 2012.

6. H.I1. ®unuueBa. YpaBHEHUS U CUCTEMbl ypaBHEHHIA: YUueOHO-METOANYECKOE
nocobue. “Ps3anp”. 2009.

7. M. Ucpounos. Xucobmam metonnapu. TomkenT, “Yiurysun”, 1988.

8. I'K. MypaBuH u np. AnreOpa u Havyaja aHanauza. YueOHuK mias 10 kiacca.
Mocksa, “IIpoda”, 2006.

9. Anrebpa. Yuebnoe mocodbue st 9-10 kmaccos. [lon pen. H.A. Bunenkuna.
Mockaa, “IIpocsemenue”, 2004.

10. I'I1. beB3 u ap., Anre6pa u Havasa aHanusza. YueObnuk s 11 knacca. Kues,
2011.

11. http://www.ams.org/mathweb/ — Internetda matematika (ingliz tilida).

(110



12. “Maremaruka B mkoJje’” jurnali.
13. Fizika, matematika ham informatika. Ilmiy-uslubiy jurnal (2001- yildan
boshlab chiqa boshlagan).

14. M.A. Mirzaahmedov, Sh.N. Ismailov Matematikadan qiziqarli ham olimpiada
masalalari. I bélim, Toshkent, “Turon-Igbol”, 2016.

15. Matematikadan qo‘llanma, I ham ITbolimlar. O‘gsherituvchilarushun qo‘llanma.
Prof. T.A. Azlarov tahriri ostida. Toshkent, “ kosherituvchi”, 1979.

16. M.A. Mirzaahmedov, D.A. Sotiboldiyev. O‘quvchilarni matematik olimpia-
dalarga tayyorlash. Toshkent, “ kdsherituvchi”, 1993.

17. http://www.uzedu.uz — Xalq ta’limi vazirligining axborot ta’lim portali.

18. http://www.eduportal.uz — Multimedia markazi axborot ta’lim portali.

19. http://www.problems.ru — Matematikadan masalalar izlash tizimi (rus tilida).
20. http://matholymp.zn.uz— O‘zbekistonda ham dunyoda matematik olimpiadalar.
21. Cunm A.IIL., MaTtemaTukaaaHn Tect caBojuiapu, TouikeHt, 1996.

22. Marepuainsl EI'D no maremaruke, M., 2016.

23. E.Il. Ky3nenosa, I'A. MypaBbeBa, COopHHK 3amau 1o anredpe, 11-kmacc,
“Muemo3suxka”, 2016.

24. A.I. Mopakou4, CoopHuK 3amad mo anredpe, 10-11 xmaccel, “MueMo3nka”,
2016.

25. M.W. lkuns, 3.1. Cnenkanb, Anrebpa, yueOuuk mis 11 knacca, Kues, 2016.
26. E.Il. Henuna, O.E. Jlonrosa, Anre6pa, yueOnuk ais 11 knacca, Kues, 2015.
27. http://www.uzedu.uz — Xalq ta’limi vazirligining axborot ta’lim portali.

28. http://www.eduportal.uz — Multimedia markazi axborot ta’lim portali.

29. http://www.problems.ru — Matematikadan masalalar izlash tizimi (rus tilida).
30. http://matholymp.zn.uz — O‘zbekistonda va dunyoda matematik olimpiadalar.



MAZMUNI

I bap. TUWINDI HAM ONIN QOLLANILIWLARI ..ieeeecrcrercrennnaens 3
1-2.  Ozgeriwshi mugdarlar arttirmalarinif qatnast ham onin manisi. Urmbanin
aniglamasi. Funkciya arttirmast ......ccccceeeeieeeiiiieiiieeiie e 3
3—4. Limit haginda tusinik ..........ccccoerieiiiiiiiiiee e 12
5-6. Tuwindi, onin geometriyaliq ham fizikaliq manisi.........c.cccceeevevierieennnnne. 16
7-9.  Tuwindini esaplaw qagrydalart .........ccccooeeeviiiieiiieiciie e 24
10-12. Quramalr funkciyanin tuUWINAIST ........oocveeviierienieeiieeeece e 30
13—14. Funkciya grafigine 6tkizilgen urinba ham

NOTrmMal teAlEMEIETT ....o.euiiiiiiiiiiie e 34
1517, MASEleler SRESHIW .......c.iuieiiieeieieiireiree et 39
18-21. Tuwindi jardeminde funkciyani tekseriw

ham grafiklerdi JASAW .........c.cccueeiiieiiieiieeie e 42

22-25. Geometriyaliq, fizikaliq, ekonomikaliq mazmunli

ekstremal maselelerdi sheshiwde

differencial esap USIATT.......cccoovviiiiiiiiiiiicecee e 50
26-28. JUWIQ €SAPLaWIAT .....coiiiiieiieie e 56
29-32. Tuwind1 jardeminde modelleStiriw ...........oecveervieriienienieeieeeeee e 62
33-36. Maseleler SheShIW .........cccooiiiiiiiiiiiiiiiieee e 73
II bap. INTEGRAL HAM ONI| QOLLANILIWLARI ....oevevrrrereerrerrensensennee 79
37-39. Daslepki funkciya ham aniq emes integral tusiniKIleri ..........cccoceevveenveninnnne 79
40-43. Integrallar kestesi. Integrallawdin en apiway1 qagiydalart ...........ccceeueeeee. 86
44-46. Aniq integral. Nyuton—Leybnic formulasi..........ccocevviiniiniiniiniinienens 96

JUWAPIAT .o e 106



GEOMETRIYA

I BAP. KENISLIKTE KOORDINA-
TALAR SISTEMAST HAM VEKTOR-
1. KENISLIKTE KOORDINATALAR SISTEMASI

1.1. Kenislikte koordinatalar sistemasi

Sizler, tegislikte dekart koordinatalar sistemasi menen tdmengi klaslarda
tanisqan ediniz. Kenisliktegi koordinatalar sistemasi da, tegisliktegige uqsas
kirgiziledi. O noqatta kesilisiwshi hdm koordinatalar basi us1 noqatta bolgan
6z ara perpendikulyar tsh Ox, Oy hdm Oz koordinata késherlerin qaraymz.

Bul tuwr si1ziglardin hér bir jub1 arqali Oxy, Oxz ham Oyz tegislikler-
in jurgizemiz (1-suwret). Kenislikte tuwr1 muayeshli dekart koordinatalar
sistemast usi taqilette kirgiziledi ham bunda

O noqat— koordinatalar basi,

Ox, Oy ham Oz tuwn s1ziqlar — koordinata kdsherleri,

Ox — abscissalar, Oy — ordinatalar  hdm Oz  késheri —
applikatalar kosheri,

Oxy, Oyz ham Oxz tegislikler— koordinatalar tegislikleri dep ataladi.

Koordinatalar tegislikleri, kenislikti 8 oktantaga (yarim sherekke)
boledi (1-stuwret).

Kenislikte, 1gtiyarli 4 noqat1 berilgen bolsin. Bul nogattan Oxy, Oyz hdm
Oxz koordinatalar tegisliklerine perpendikulyar bolgan tegislikler jurgizem-
iz (2-suwret). Bul tegisliklerdin biri Ox késherin 4, noqatta kesip otedi.

A, noqatat noqatinin x kosherindegi koordinatast 4 noqatinin x —
koordinatas1 yamasa abscissast dep atalad.




A noqatinin y — koordinatast (ordinatasi) ham de z — koordinatasi
(applikatast) da us1 tarizde aniglanadi.

A noqatinin koordinatalar1 4 (x; y; z) yamasa qisqasha (x; y; z) tarinde
belgilenedi. 3-suwrette korsetilgen noqatlar tdmendegi koordinatalarga
iye: A(0; 5;0), B(4;0; 0), M(0; 5;4), K (2;3;4), P(-2; 3;—-4).
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I-madsele. Kenislikte dekart koordinatalar sistemasi kirgizilgen. Ondagi
A(2; 3; 4) noqatinin ornin aniqlan.

Sheshiliwi. Koordinata basinan Ox ham Oy koésherlerinin on bagitinda,
saykes, OA4. =2 ham OA,= 3 kesindilerin jurgizemiz (4-suwret).

A, nogatian Oxy tegisliginde jatqan hdm Oy kosherine parallel bolgan
tuwri s1z1q jurgizemiz. 4, noqatinan Oxy tegislikte jatqan ham Ox kosherine
parallel tuwr s1ziq jurgizemiz. Bul tuwr siziglardin kesilisiw nogatin A,
menen belgileymiz. 4, noqatinan Oxy tegisligine perpendikulyar jurgizem-
1z ham bunda Oz kosherinin on bagitinda 44, = 4 kesindisin jurgizemiz.
Payda bolgan 4(2; 3; 4) noqat izlenip atirgan noqat boladi. []

Zamanagoy  cifrli-programmali  basqarilatugin  stanoklar  hdm
avtomatlastirilgan robotlar ushin koordinatalar sistemasinan paydalanip pro-
grammalar duziledi ham olar tiykarinda metallarga islew beriledi (5-suwret).

B(xy; vy 2,)




1.2. EKi_noqat arasindag aralgq

Eki A(x; y;; z,) ham B(x,; y,; z,) noqatlar1 berilgen bolsin.

1. Daslep AB tuwr s1ziq Oz kdsherine parallel bolmagan jagdaydi
qaraymiz (6-suawret). A hdm B noqatlar arqali Oz kosherine parallel siziglar
jurgizemiz. Olar Oxy tegisligin 4, hdm B, noqatlarinda kesip otsin.

Bul noqatlarda z koordinatasi 0 ge ten bolip, al x ham y koordinatalari
saykes tarde 4, B nogatlarinin x ham y koordinatalarina ten.

Endi B noqat arqali Oxy tegisligine parallel bolgan a tegisligin jurgize-
miz. Ol AA4: tuwri s1z1igin bazi bir C noqatta kesip otedi.

Pifagor teoremasi boyinsha:  AB*= AC* + CB*.

Biraq, CB=A4_B., A.B?= (x,—x,)* + (¥,—»,)* hdam AC = |z,— z||.

Sonliqtan AB = \/(x2 —x)’+ (=1 +(z,—2).
2. AB kesindisi Oz kosherine parallel, yagniy 4B = |z,— z,| bolganda da
jogaridagi formula orinli boladi, sebebi bul jagdayda x,= x,, y,=y,.

Demek, A ham B nogqatlar: arasindagi aralig:

AB:\/(xz_x1)2+(y2_y1)2+(22_Zl)2 (1)

Esletpe. (1) formula tuwri muyeshli parallelepipedtin o6lshemleri

a= |x2 -x|, b= | Yo—W|, ¢= |Z2 - Zl| bolganda, onin diagonalinin uzinligin
anlatadi.

Sfera ham shar tenlemesi. Bizge malim, A(a; b; ¢) noqattan R araliqta
jatgan barhiq M(x; y; z) noqatlar sferan1 payda etedi (7-stiwret). Onda (1)
formula boyinsha, oray1 4 (a; b; ¢) noqatta radius1 R ge ten bolgan sferada
jatgan barliq noqatlar koordinatalar1 (x —a)*+ (y — b)*+ (z — ¢)*= R? tenligin
ganaatlandiradi.

Onda, orayliq 4 (a; b; ¢) noqatta, radiusi R ge ten bolgan shar tenlemesi
(x—a)*+ (y — b)* + (z — ¢)* < R? turinde anlatiladi.




2- masele. Tobeleri A(9; 3; -5), B(2; 10; =5), C(2; 3; 2) nogatlarinda
bolgan ABC ushmuyeshliktin perimetrin tabin.
Sheshiw: ABC ushmuyeshliktin perimetri P =AB+AC+BC. Eki no-

gat arasindagi araliq formulasi d = \/ (x,=x) +(y, =) +(z,-z)" ten
paydalanip, tshmuyeshliktin tareplerin tabamiz:
AB=1J(2=9)* +(10—3)? +(=5+5)> =49 + 49 =72,
AC=1J(2=9 +(3—3) +(2+5)> =,[49+49 =72,
BC=1(2-2)> +(3—10)% +(2+5)> =49+ 49 = 7\/2.

Demek, ABC tGshmuyeshlik ten tarepli hdm onin perimetri:

P=3-7V2=212. Juwabi: 2142 .[ ]

1.3. Kesindi ortasimin koordinatalari
A(x,; vy; z,) ham B(x,; y,; z,;) — 1qtiyarli noqatlar bolip, AB kesindisinin
ortas1 C(x; y; z) bolsin (8-suawret).

A zA
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A, B hdm C nogqatlar arqal1 Oz kosherine parallel bolgan tuwr siziglar
jurgizemiz. Olar Oxy tegisligin A.(x;; y;; 0), B,(x,; 1,; 0) ham C(x; y; 0)
noqatlarinda kesip o6tetugin bolsin.

Fales teoremasi boyinsha C. noqat 4, B, kesindisinin ortas1 boladi. Onda
tegisliktegi kesindi ortasinin koordinatalarin tabiw formulast boyinsha
_atxn o nty

2 7 2 -
z ti tabiw ushin Oxy tegisliginin ornina Oxz yamasa Oyz tegisligin aliw jetkilikli.

Bunda z ushin da joqaridagilarga uqgsas formula kelip shigada.

=htm o nty, At
2 2 2

Sogan ugsas, berilgen 4B kesindisin A qatnasta (AP : PB = A) boliwshi
P(x;; y,; z,) nogatinin koordinatalar1 4 hdm B noqatlarinin koordinatalar1 argal

x:x1+/1x2 N+, Z:zl+lz2

5 b

1+4 1+1 1+4

X



formulalar jairdeminde tabiladi. Olardin durisligin 6z betinizshe kérsetin.

3-masele. Tobeleri M(3;6;4),N(0;2;4),K(3;2;8),L(6;6;8)nogatlarinda
bolgan MNKL noqatlarinda bolgan MNKL tértmuyeshliktin parallelogramm
ekenligin dalillen (9-stwret).

Ddlillew: Méseleni sheshiwde, diagonallarinin kesilisiw nogatinda ten ekige
bolinetugin tortmuyeshliktin parallelogramm bolatuginliginan paydalanamiz.

MK kesindisinin ortasinin koordinatalari:

_ 343 _6+2 A+ _

=——=3 —=4 .
X ) Yy 5 > 6
NL kesindisinin ortasinin koordinatalari:
0+6 2+6 448
X > y 5 5

MK ham NL kesindilerinin ortalarinin koordinatalar1 birdey ekenligin koremiz.

Bul, us1 kesindilerdin kesilisetuginin ham kesilisiw nogatinda olardin ten
ekige bolinetuginin bildiredi.

Demek, MNLK tortmuyeshlik — parallelogramm. []

€©) Temaga baylanish maseleler ham Ameliy tapsirmalar

1. 10-sawrette korsetilgen noqatlardin koordinatalarin aniglan.

2. Kenislikte dekart koordinatalar sistemas1 kirgizilgen bolip, onda
A(0; 3; 1), B(-2; 0; 0), C(0; 0; 8), D(0; —9; 0), E(5; —1; 2), F(-6; 2;
1) noqatlar1 berilgen. Bul noqatlar qaysi1 a) koordinatalar kosherinde; b)
koordinatalar tegisliginde; ¢) oktantta jatadi?
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3. 11-suwrettegi noqatlardin koordinatalarin tabin.
4. 12-sawrette belgilengen noqatlardin koordinatalarin tabin.

5. 13-stwrette diagonali +2 ge ten bolgan kvadrat siwretlengen. Onif
tobelerinin koordinatalarin tabin.

6. A (3; 2; 4 noqatimin koordinata tegisligindegi proyekciyasinin
koordinatalarin tabin.

)
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7. Kenislikte dekart koordinatalar sistemasi kirgizilgen bolip, bunda 4 (—1; 2; -3),

B(0; 15 2), C(0;0;5), D(=2;2;0), E(5;-1;0), F(0;2;0), G(9;0;0),
H(9;0;2), 1(6; 3; 1), J(=6;3;5), K(-6;-2;3), L(6;-2;4), M(6;3;-9),
N(-6; 3; =8), O(-6;-3;-6), P(6;—-3;—-2) noqatlar1 berilgen bolsin. Bul
noqgatlar qaysi koordinatalar kosherinde, koordinatalar tegisliginde ham
oktantta jatadi? Tomende berilgen kesteni berilgen ulgilerge qarap toltirin.

Noqat orn1 Noqat koordinatalarinin gésiyeti Nugat
Ox kosheri |y=0, z=0 tek x koordinata nolden 6zgeshe | G(9; 0; 0)
Oy kosherti
Oz késheri

Oxz tegislik | z=0, x ham y koordinatalar1 nolden 6zgeshe | D(-2; 2; 0)
Oyz tegislik
Oxz tegislik
I- oktant |x>0,y>0,z>0 1(6;3;1)
2- oktant
3- oktant
4- oktant
5- oktant
6- oktant
7- oktant
8- oktant




8. A(2; 0;-3) ham B(3; 4; 0) noqatlar1 arasindagi araliqt1 tabin.

9. A(3; 3; 3) noqatinan a) koordinata tegisliklerine shekem; b) koordinata
kosherlerine shekem; ¢) koordinata basina shekemgi araliglardi tabin.

10. M (2; -3; 1) noqatiman koordinata tegisliklerine shekemgi araliglardi
tabin.

11. Koordinata tegisliklerinin har birinen 3 birlik araliqta uzaglasqan
noqattin ornin aniqlan.
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12. Eger O4=2\2 bolsa, 14-suwrette korsetilgen kubtin tébelerinin
koordinatalarin tabin.

13. C(2; 5; —1) ham D(2; 1; —6) nogatlarinin qays1 biri koordinata basina
jaqin jaylasqan?

14. Tébeleri A(1; 2; 3), B2; 3; 1), C(3; 1; 2) noqatlarinda bolgan
ushmuyeshliktin perimetrin tabin.

15. Tobeleri A(1; 2; 3), B(2; 3; 4), C(3; 4; 5) noqatlarinda bolgan ushmuyesh-
lik bar boliw1 miimkin be?

16.4(-2;0;5),B(-1;2;3),C(1;1;-3),D(0;—1;—1) noqatlari, parallelogrammnin
tobeleri ekenligin dalillen.

17. ABC tushmuyeshliginin turin aniglan, onin perimetri ham maydanin
tabin: a) 4 (3; 0; 0), B (0; 3;0), C (0; 0;3); b)A4(2;0;5),B@3;4;0),
C(2;4,0); )4(2;4,-1),B(-1;1;2),C(5; 1; 2).

18. Oxy tegisliginde jatiwsh1 ham A(0; 1; —1), B(-1; 0; —1), C(0; —1; 0)
nogatlarinan birdey araligta jatiwsh1 nogattin koordinatalarin tabin.

19. A(1; 1;1), B(-1; 1; 1), C(-1; —1; 1), C,(—1; —1; —=1) noqatlar1 ABCDA,B,C, D,
kubtin tobeleri bolsa, onin qalgan tobelerinin koordinatalarin tabin.

20. Tébeleri S (05 0; 0), A (2; 05 0), B (05 2; 0), C (0; 0; 2) noqatlarinda bolgan
ABC piramidanin duris piramida ekenligin dalillen.

21. Oray1 koordinatalar basinda, radius1 5 ke ten bolgan sfera ham shar
tenlemelerin jazin.



22. Oray1 4 (1; 2; 4) noqatta, radiusi 3 ke ten bolgan shar tenlemesin jazin.

23. Diametrinin ushlart 4 (-2; 1; 3), B (0; 2; 1) noqatlarda jatqan sfera
tenlemesin jazin .

24. Qahn qagazdan kub modelin jasan. Onin bir tobesin koordinata basi
ham onnan shigiwshi qabirgalarin birlik ortlar sipatinda alip, onin basqa
tobelerinin koordinatalarin tabin.

25. AB kesindisi ortasinin koordinatalarin tabin:

1) A(=1; 0; 0), B(1; 2; 0); 2) A(0; 0; 0), B(2; 2; 2); 3) A(-2; 4; 2), B(2;-4; 2),
4) A(1,2;-3; 6,3), B(-2,6; 3,2; -5,1); 5) A(</3;2; 1-42), B3~/3; 1;1+42).

26. 15-suwrette korsetilgen kub qabirgalar1 ortalarinin ham jaqlari
oraylarinin koordinatalarin tabin.

27. A(3;-1:4), B(-1;1;-8), C(2;1;-6), D(0;1;2) noqatlar1 berilgen. a) AB
ham CD; b) AC ham BD kesindileri ortasinin koordinatalarin tabin.

28. M(1;-1;2) ham N(-3;2;4) noqatlar 4B kesindini ush ten bolek-
lerge ajiratadi. AB kesindi ushlarinin koordinatalarin tabin.

29. ABCD tortmuyeshliktin tarepleri ham 4,B,C,D, tuwri tortmuyeshliktin
tareplerine saykes tarde parallel. ABCD — tuwr1 tértmuyeshlik ekenli-
gin dalillen?

30. ABCD tuwr tortmuyeshliktin 4 tobesinen onin tegislikke perpendi-
kulyar AK tuwr siziq jurgizilgen. K noqattan tuwri tortmuyeshliktin
basqga tébelerine shekemgi bolgan araliqlar 6 cm, 7 cm ham 9 cm. AK
kesindinin uzunligin tabin.

31*. Kenislikte A(3; 0; —1), B(-4; 1; 0), C(5; —2; —1) noqatlar1 berilgen. Oyz
tegisliginde A, B, C noqgatlardan birdey araliqta jaylasqan noqatti tabin.

32. ABCD parallelogrammnin tobeleri: a) A(-2; —4; 3), B(3; 1; 7), C(4;2;—
5); b)A(4;2;-1), B(1; -3; -2), C(-6; 2; 1); ¢) A(- 1, 7, 4), B(1; 5; 2),
C(9; —3; — 8) bolsa, D tobesinin koordinatalarin tabin.

33. CK kesindini CK:KM = )\ qatnasta bdliwshi M(x; y; z) noqattin
koordinatalarin tabin. a) C(-5; 4; 2), K(1; 1;-1) ham A=2; b) C(1; —1; 2),
K (2 —4; 1) ham A=0,5; ¢) C (I; 0;—2), K (9; 3: 6) ham x=§.

34. Toébeler1 A(3; 2; 4), B(1; 3; 2), C(-3; 4; 3) noqatlarda jaylasqan ush-
muyeshlik medianalariin kesilisiw nogati M nin koordinatalarin tabin.

35. Tébeler14(5;6;3),B(3;5;1),C(0; 1; 1)noqatlarda bolgan ushmuyeshliktin
BL bissektrisasinin L ushi koordinatalarin tabin.

36*. Tobeler1 A(4; 0; 1), B(5; -2; 1), C(4; 8; 5) noqatlarda bolgan



ushmuyeshliktin AL bissektrisasi uzinligin tabin.

37*.Tobeler1 A(1;3;-1),B(3;—-1; 1), C(3; 1;-1) noqatlar bolgan tshmuyesh-
lik berilgen. Onin: a) ulken tarepine tasirilgen biyikligin; b) muyesh-
lerin; ¢) maydanin tabin.

38*.16-suwrette korsetilgen kub haqqindagi magliwmatlardan paydalanip
MK kesindi uzinligin tabin.

B Tariyxty maghwmatlar
Abiw Rayxan Beruniy belgili tawip hdm matema-

tik Abiw Aliy ibn Sina menen jazispalarinda ogan =
tomendegi sorawdi beredi: «Ne ushin Aristotel ham
basqa (filosof)lar tareplerdi alti dana dep ataydi? »

Beruniy alti jagli kubti alip, «basqa sandagi
tareplerge iye bolgany deneler haqqinda aytadi
ham «shar tarizli denenin tarepleri joq ekenliginy
qosip qoyadi.

Al, Ibn Sina «hamme jagdaylarda da tareplerdi
alti dana dep esaplaw kerek, sebebi har bir denede, onin formasina qara-
mastan ush olshem — uzinliq, terenlik ham kenlik bary dep juwap bered.

Bul jerde Ibn Sino «alti tarep» dep belgileri menen alingan ush
koordinatani nazerde tutadi.

Beruniy «Qonuniy Mas udiy» shigarmasinda alti tdreptin aniq
matematikaliq manisin keltiredi: «Alti tarep bar, sebebi olar denelerdin
élshemleri boyinsha hdreketleri shegarasiz boladi. Ush élshem bar, bu-
lar uzinliq, kenlik ham terenlik, al olardin ushlar: élshewlerden eki ese
kop».

Shigarmanin aldingi kitaplarinda avtor jaqtirtqishlardin aspandagi
jagdayin aspan sferasina salistirganda eki koordinata — ekliptik kenlik
ham boylig argali yaki tap usinday koordinatalar arqali, lekin as-
pan ekvatort yaki gorizontqa salistirip amiqlaydi. Biraq, juldizlar ham
jaqtirtqishlardin oz ara jaylasiwin aniglaw mdselesi de olardin birin-
biri tosip qaliw jagdaylarin itibarga aliwga tuwri keledi. Mine, usinday
jagdayda ushinshi sferaliq koordinataga zarurlik kelip shigadi. Bul
zdrirlik Abiw Rayxan Beruniydi kenisliktegi koordinatalar ideyasin il-
geri suriwge alip kelgen.

(121)



2. KENISLIKTEGI VEKTORLAR HAM OLAR USTINDE AMELLER

2.1. Kenisliktegi vektorlar

Kenislikte vektor tasinigi tegisliktegi styaqli kirgiziledi.

Kenislikte vektor dep bagitlangan kesindige aytiladi.

Kenisliktegi vektorlarga baylanish tiykarg: tusinikler: vektordin uzinhgi
(moduli), vektordin bagiti, vektorlardin tenligi tegisliktegi styaqli tariyplenedi.
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Bas1 4 (x;; y;; z,) noqatinda ham aqir1 B (x,; y,; z,) noqatinda bolgan
vektordin koordinatalar: dep a,= x,— x,, a,= y,— y,, a,= z,— z, sanlarina
aytiladi (17-stwret).

Vektorlardin tegisliktegige ugsas bir qatar gasiyetleri de bar, biz olardi
dalillewsiz keltiremiz.

Tegisliktegi siyaqli, ten vektorlardin sdykes koordinatalar: da ten boladi
ham kerisinshe, saykes koordinatalar1 ten bolgan vektorlar 6z ara ten boladi.

Bul, vektordi onin koordinatalar1 arqali anlatiwga tiykar boladi. Vektor-
lar E(%az;%) yamasa a_(al;az;a3) yamasa qisqasha (a,; a,; a;) tarizde
belgilenedi(18-suwret).

Vektor koordinatalarsiz AB ( yamasa qisqasha @) turinde de belgilene-
di. Bunda, vektordin basi birinshi orinda, al aqir1 ekinshi orinda jaziladi.

Koordinatalar1 nollerden ibarat bolgan vektor nollik vektor dep ataladi ham
0(0;0;0) yamasa 0 turinde belgilenedi him de bul vektordin bagit: bolmayd.

Eger Okoordinatabasiham a,, a, hdm a, sanlar 4 noqatinin koordinatalari,

yagniy A(a,; a,; a;) bolsa, bul sanlar 04 vektormin da koordinatalari boladi:
a(al; ay; a,).

Lekin, koordinatalar kenisliginde bas1 K(c;; ¢,; ¢;) noqatinda, aqir1 P
(¢ *ay; c,ta,; c;+a;) nogatinda bolgan KP vektor: da usi koordinatalar
menen anlatiladi: KP (¢, a,— c;; ¢, a,— ¢,; e+ a—¢;) = KP (ay; ay; as).
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Natiyjede, vektordi koordinatalar kenisliginde qalegen noqatqa qoyilgan
etip suwretlew mimkin. Geometriyada biz usinday erkin vektorlar menen
shugillanamiz. Al, fizikada, adette, vektorlar baz1 bir nogatqa qoyilgan
boladi. Maselen, 19-suwrettegi F' ktishi prujinanin qaysi noqatina qoyilgani
menen ahmiyetli esaplanadi.

Vektordin uzinligr dep on1 suwretlewshi bagitlangan kesindinin uzinligina
aytiladi (17-sawret). a vektordin uzinligl |a| tarinde anlatiladi.

a(a;; a,; a;) vektormin uzunligt onmin koordinatalar1  arqali

|d|=+la,’ +a,” +a," formula menen anlatilad.

I-masele. A(2; 7; -3), B(1; 0; 3), C(-3; — 4; 5) ham D (-2; 3; -1)

ara ten boladi?
Sheshiliwi: Ten vektorlardin sadykes koordinatalar1 ten boladi. Sonin
ushin vektorlardin koordinatalarin tabamiz:

AB =(1-2,0-7,3-(3)= (1, -7, 6);

DC =(-3-(=2), —4-3, 5—(-1)= (-1, -7, 6).

Demek, 4B = DC. BC = AD ekenligin 6zbetinizshe korsetin. []
2.2. Kenisliktegi vektorlar ustide ameller

Vektorlar ustinde ameller. Vektorlardi qosiw, sanga kobeytiw ham skalyar
kébeytiw amelleri tegisliktegi siyaqli aniglanadi.

Z(al; a,; a;) ham b (by; by by) vektorlardin qosindist dep

a +b = (a;+ b;; a,+ b,; a;+ by) vektorina aytiladi (20-suwret).

b)

20.b-stiwrette kran a vektor boymsha, juk bolsa kranga qaraganda b
vektor boymsha hareketlenip atirgan bolsmn. Natiyjede juk a+b vektor
boyinsha hareketlenedi. Sonday-aq, 20.c-suwrette korsetilgen rus jaziwshisi
Krilov timsalinin qaharmanlar1 ne sebepten arbani orninan qozgalta almay
atirganligin sezgen bolsaniz kerek.
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Vektorlar qosindisinin gasiyetleri.
Qalegen a, b ham ¢ vektorlar ushin témendegi gésiyetler orinli:

a) a+ b = b +a — vektorlardi qosiwdif ormn almastirtw nizamu;
b) a + (b + ¢)= (a+b)+c — vektorlardr qosiwdin turlendriw nizama.

Vektorlardr gqosiwdin ushmuyeshlik gadesi.

Qalegen 4, B ham C nogqatlar ushin (21-stiwret): AB+BC = AC.
Vektorlardr qosiwdmn parallelogramm gadesi.

Eger ABCD — parallelogramm (22-suwret) bolsa, 4B+ AD = AC .
Vektorlardr qosiwdin kopmauyeshlik gadesi.

Eger 4, B, C, D ham E nogqatlar1 kopmuyeshliktin tobeleri bolsa (23-suwret),

AB+BC+CD+DE=AE boladi.

A
Wiy

a+bh a+bh+c

Bir tegislikte jatpaytugin ush vektorlard: gosiwdin parallelepiped qadesi.
Eger ABCDA,B,C,D, parallelepiped (24-suwret) bolsa,
AB + AD + AA,=AC boladi.

a(ay;ay;a3) vektormnini ). sanga kébeymesi dep Aa=(Aay; Aay; Aas)
vektorga aytiladi (25-sawret).
Iqtiyarlh @ ham b vektorlar jane A ham p sanlari ushin
a)Ma + b)=MAa +Ab;
b) (7\,+u)5= La +p;;
¢)|ha|=[A|-|a| ham La vektorinin bagits
A > 0 bolganda, a vektor bagiti menen birdey ham

AL <0 bolganda, a vektor bagitina garama-qarsi bolad.

La (Aa,; May; May) @ ) Z
a

a(a; a,; a)




2.3. Kollinear ham konlplanar_vektorlar

_ Nollik vektordan 6zgeshe a ham b vektorlar berilgen bolsin. a ham
b vektorlar birdey yamasa garama-qarsi bagitlangan bolsa, olar kollinear
vektorlar dep ataladi (26-suwret).

1-qasiveti. « ham b vektorlar ushin a = Ab (1 = 0) tehligi orinli bolsa,
olar 0z ara kollinear boladi hdm kerisinshe.
Eger A> 0 bolsa, a ham b vektorlar bir tarepke (a 11 b), eger A< 0

bolsa, qarama-qars1 tarepke (a 1] b ) bagitlangan boladi.
2-qasiyeti. a(a,; a,; a,) ham b (b,; by; b,) vektorlar 6z ara kollinear

2 o c o o . a a a z
bolsa, 6larnin koordinatalari 6z ara proporcional boladi: =L =2 =3 ham

kerisinshe . o &

2-mdsele. Bas1 4 (1; 1; 1) noqatta ham aqir1 Oxy tegisligindegi B noqatta
bolgan ham a (1; 2; 3) vektorina kollinear vektord: tabif.

Sheshiliwi: B noqattin koordinatalar1 B(x; y; z) bolsin. B nogat Oxy
tegisliginde jatqani ushin z=0. Onda 4B (x—1;y—1;—1) bolads.

Shart boyinsha, 4B (x—1;y—1;—1) ham a(1, 2, 3) vektorlari kollinear.
Demek, olardin koordinatalar1 6z ara proporcional boladi.

x—1 y—-1 -1

Bunnan —= =3 proporciyalarin payda etemiz.
2 1 ,
Olardan x = 3 V=3 ekenligin tabamiz.
—( 1 2
Onda AB(_E;_?_ j boladr. []

Bir tegislikte yamasa parallel tegisliklerde jatiwshi vektorlar kompla-
nar vektorlar dep ataladi (27-stwret).

/
/

D / /b // b) P / ’

<=V

¢ (1;0;0), e (0; 1; 0) ham e3 (0; 0; 1) vektorlar ortlar dep atalad:
(28-sawret).

Iqtiyarlt a (a,; ay; as) vektorin a= a, g + a, & + a, & koérinisinde, birden
bir tarizde ortlar boyinsha jayrw mimkin (29-suwret).
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Sonday-aq, ush komplanar bolmagan O4,0B ham OC vektorlar1 beril-
gen bolsa, 1qtiyarli  OD vektorin témendegi koriniste, birden-bir tarizde
anlatiw mumkin:

oD =ay 04 ta,: OB tay- ocC.

Bul jerde a,, a,, a;baz1 bir haqiyqiy sanlar. Bugan vektord: berilgen vek-

torlar boyinsha jayrw dep ataladi.

2.4. Vektorlardin skalvar kobeymesi

Nollik vektordan 6zgeshe a hém_g vektorlar arasindagi muyesh dep
O noqattan shigiwsh1 OA=a ham OB=b vektorlarinin bagitlawshi kesin-
dileri arasindag1 muyeshke aytiladi (30-suwret).

N

a ham b vektorlar arasindagi miyesh (@,b) tarinde de belgilenedi.

a) K b) B @
7~
b
O —_—
. 0 > ~\61 A
a

a ham b vektorlarmih skalyar kébeymesi dep, bul vektorlar
uzinliglarinin olar arasindagr muyeshtin kosinusina kobeymesine aytiladi.

Eger vektorlardin biri nollik vektor bolsa, olardin skalyar kdbeymesi
nolge ten boladi.

Skalyar kébeyme @ - b yamasa (a; b) turinde belgilenedi. Aniglama
boyinsha

A

!

(a;b)=lal-|b[cose. _ (1
Aniglamadan korinip turganinday, @ ham p vektorlarmin skalyar
koébeymesi nolge ten bolsa, olar perpendikulyar boladi ham kerisinshe.
Fizikada deneni F kushi ta’siri astinda s araligqa jiljittwda orinlangan A
jumis (31-stwret) F ham s vektorlarinin skalyar kobeymesine ten boladr:
A=(F,s)=|F||s|coso.



Qasiveti. @ (a,; a,’ a;)hamb(b,; b,; by) vektorlar ushin(a ; b )=a,b,+a,b,+a;b,.

Ddlillew. @ ham b vektorlarinif koordina- @ 4
ta bast O noqatqa qoyamiz (32-suwret). Onda
04 = (a;; a,; a;) hdam OB = (b; by; b,) boladu.
Eger berilgen vektorlar kollinear bolmasa,

ABO ishmuyeshlikten ibarat boladi ham onin o
ushin kosinuslar teoremast orinli boladt: /

<=V

AB? = 04 + OB> =204 0B cosp. Onda
OA-OB-cos = %(OAZ +OB” — AB”) boladi. Lekin, 042 = a? + a3 +a3 ,
OB> =h} +b} +b}  him  AB* = (b —a)? +(by —ap)* + (b3 —a3)*.
Demek, (7.,5) =|@ |5 |cose =%(0A2 +OB? - ABY) =

1
=5(al2 tay +as® H b7 byt by — (b —ay)’ - (b —ap)” -

—(by—a3)*) = ayhy +arhy +azby.
Berilgen vektorlar kollinear bolgan (¢=0°, ¢=180°) jagdayda da bul
tenliktin orinl1 bolatuginin 6z betinizshe korsetin. |
Vektorlam’zﬁ skalyar kobeymesinin gasiyetleri
l.a b= b *a —ormn almastlrlw qasiyeti.
2.(a+tb) - c=a-c+ b ¢ — bolistiriw gasiyeti.
3. 14 (5-5) =1 -5) b=a-(1- b) — gruppalaw qgasiyeti.
4. Eger a ham b vektorlar birdey bagittagi kollinear vektorlar bolsa,
a - b =|a||b| boladi, sebebi cos 0°= 1.
5. Eger qarama-qars1 bagitlangan bolsa, a - b =—|a| |b|, sebebi
cos180° = —1.
6. a - a= |a||a| c0s0° = |aP= a?=|al’.
7. a vektor b vektorga perpendikulyar bolsa, @ - b =0 bolad.

Nativjeler:
a) a =(a,;a,;a;) vektorimn uzimhgr: [a|= Ja’ +a,’ +a,; (1)
b) a = (a,;a,;a;) hdm b = (b;b,;b,) vektorlar arasindagi miyesh kosinust:
ab, +a, b,+ a,b, @)
\/ 2 2 2\/ 2 2 2
a,” +a, +a; b~ +b,” +b,

@

cosQ =




¢) a =(a,;a,;a,) ham b = (b,;b,;b,) vektorlarmin perpendikulyarliq shrti:
a,b,+a,b,+a,b;=0. 3)
3-masele. A(0; 1; -1), B(1;-1;2), C(@3;1;0), D(2;-3; 1) nogatlar
berilgen. 4B ham CD vektorlar arasindagi muyeshtin kosinusin tabin.

Sheshiliwi: AB ham CD vektorlarinin koordinatalarin, keyin uzinliglarin
tabamiz: AB=(1-0; -1-1; 2—(-1))=(1,-2,3),
=(2-3;-3-1; 1-0)=(-1,-4,1).

|ﬁ|=\/1z+(—2)2+32 =14,
cD| = J= 12 +(—4)2 +12 = I8,
AB-CD _1-(=)+(-2)(-4)+3-1_ 5

|4B|-|cD| V1418 NG

4-mdsele. a(1;2;0), b (1;—%;0) vektorlar arasindagi muyeshti tabin.

1
—.5 1-1+2(—2j+0-0 i i
b 2 [5
g || | \/12+22+02\/12+(—;j +0r V5 4

Demek, ¢ = 90°. [l

Demek, cosp =

Sheshiliwi: cos =

5-mdsele. |a|=3, |b|=5 ham bul vektorlar arasindagi muyesh 27” ge

tef bolsa, |a + b | n1 tabin.
Sheshiliwi: |E+E|=«/(E+E)2 =\/52+z (ab)+b —\/| | +2[a ||b|cos¢+|b|
=\/9+25+2~15~(—1)=M=x@

6-mdsele. Eger a =2i+3j—4k ham b =—i—j+2k bolsa,
1)c =a+b; ;2) d =2a — b vektormin koordinatalarin him uzinligin tabin.
Sheshiliwi: a hAm b vektorlar jayilmalarinif koordinatalarin izlenip atirgan
vektor anlatpasina qoyamiz: 1) c =a + b =2i+3j— 4k—i—j+2k =i+2j2k.
Demek, ¢ =(1;2;—2). Onda [c| =/1> + 27 + (-2)> =3;
2)d=2a—b=2Q2i+3j—4k)—(—i—j +2k)=4i+6j —8k+ i +j2k=
— 5i +7j — 10k.

Demek, d = (5:7:~10). Onda |d|=/5" +7(-10) =174, []




7-mdsele. a ham b vektorlar arasindagi muayesh 30° qga teh ham |a| =3,
|b|=2 bolsa, (2a + 3b)(2a+b) kébeymesin esaplan.
Sheshiliwi: Déaslep a ham b vektorlar kébeymesin esaplaymiz:

(a, b) = |al|b| cos30° = \/52-%:3.

Son vektorlar kdbeymesinin bolistiriw gasiyeti boyinsha, berilgen vek-
torlar anlatpalarin kép agzalini kép agzaliga kobeytiw siyaqli kobeytemiz:

(2a+3b)(—2a+b)=—4a*>+2(a, b)—6(a, b)+3b>=—4b*— 4(a, b)+3b>.

a’=|a|*=9, b=|b|*=4, (a, b)=3 ekenligin esapqa alsaq, izlenip atirgan
kébeyme (2a+3b)(—2a+b)=—4-9-4-3+3-4=—36[]

€& Temaga baylanish maseleler him dmeliy tapsirmalar

39. 33-suwrettegi vektorlardin kébeymesin aniqlan.
40. A(1; 1; 1), B(-1; 0; 1), C(0; 1; 1) ham
0(0; 0; 0) noqatlar1 berilgen. @ =z

nin koordinatalarin aniglan.

41. AB (a; b; c)bolsa, BA vektor koordinatalarin
aytin.

42.Egera)A(1;2;3),B(3;7;6);b)4(-3;2;1), C
B(1;—4;3)bolsa, AB vektor koordinatalarin
tabin.

43. a(1;-1; 1), b(0;2;—4), c(2;3;—-1), d(1;2; 5) vektorlarmin uzmhigin
tabin.

44. Eger a(2; 1;3) ham b (-1; x; 2) vektorlardin uzinliglari ten bolsa, x ti tabin.

45. Uzinhig +/54 ke ten bolgan a(c; 2¢; —c) vektorinin koordinatalarin
tabin.

46. A, B, C, D, E ham F nogqatlar1 duris altimuyeshliktin tobeleri bolsa,
olar arqali: a) tendey eki; b) eki birdey bagitlangan; c) eki qgarama-qarsi
bagitlangan ham ten; d) eki garama-qars1 bagitlangan ham ten bolmagan
vektorlarga misallar keltirin.

47. knin gqanday ménislerinde: a) 5(4; k; 2);b) 5(/{—1;1;4); c) E(k; 1; k+2);
d) a(k—1; k—2; k+1) vektormin uzmlifn +/21 ge ten bolad1?

48. Ush noqat berilgen: A(1; 1; 1), B(—1; 0; 1), C(0; 1; 1). Sonday D(x; y; z)



noqatin tabin, natiyjede, 4B ham CD vektorlar: tei bolsin.

49. Ush nogat berilgen: A(1; 0; 1), B(-1; 1; 2), C(0; 2; —1). Eger a) AB
ham CD vektorlar: teti; b) AB ham CD vektorlarinifi qosindist nollik
vektorga ten bolsa, D (x; y; z) nogatin tabin.

50%*. (2; n; 3) ham (3; 2; m) vektorlar1 berilgen. m ham » nin ganday ma-
nislerinde bul vektorlar kollinear boladi1?

51. Bas14(1; 1; 1) nogatta ham aqir1 Oxy tegisligindegi B nogatinda bolgan

ham de a(1;-2; 3) vektorga kollinear vektord: tabin.

52*%., ABCD parallelogrammnin tobeleri a) A(-2; —4; 3), B (3; 1; 7),
C (4; 2; -5); b) A(4; 2; -1), B(1; -3; -2), C(-6; 2; 1); ©) A(-1; 7; 4),
B(1; 5; 2), C(9; -3; =8); d) A(-2; —4; 3), B(3; 1; 7), C(4; 2; -5) bolsa,
D tébesinin koordinatalarin tabin.

53. 334-suwrette korsetilgen vektorlardin parallelepiped qadesi boyinsha,

qosmdlsm tabin.

a)c a b) ¢ . C)?;' d)
a

a

\ \

54. Eger A(6;7;8), B(8;2;6), C(4;3;2), D(2;8;4) ham M(3;5;2),
N(7;1;2), P(3;-3;2), K(-1;1;2) bolsa, ABCD ham MNPK
tortmuyeshliktin gaysi biri romb, qaysisi kvadrat boladi?

55. 35-suwrette korsetilgen ABCDA,B,C,D, kubta: a) 4B, DD, AC
vektorlarma ten; b) 4,D,, CC,, BD vektorlarina qarama-qarsi

@ BZIA C, bagitlangan;  c¢)BA, A4, vektorlarina kollinear; d)

I 5, AB hdm AD, AC ham 4,C vektorlar jubina kom-

i planar bolgan vektorlardi amiglan. 3

B___|__JC, 56.Egerl)a(l;— 4;0),b(-4;0,;8);2)a(0;2;5), b

s 7 (4; 3; 0) bolsa, ¢ = a + b vektorinia koordinatalarin

4,

x ham uzinligin tabin.
57. Eger 1) 5(1; —4; 0), Z(—4; 8; 0); 2) 5(0; -2; 7)), 3(0; 4; —1) bolsa,
¢ =a — b vektorinin koordinatalarin ham uzinligin tabif.
58. Eger b(—4; 8;2) bo‘lsa, a)2b; b)-3b; ¢)-1,5¢; d)0-b vektorinin



koordinatalarin hdm uzinligin tabin.

59. 5(1;—1; 1), E(O; 2;-4), 2(2; 3;-1), ZZ(I; 2; 5) vektorlarin ortlar boymsha
jayn.

60*. a(1;-1; 1), b(O 2;-4), c(2 3;—1), d(1;2; 5) vektorlar berilgen.
la + 2|, |a —3b|, |c —2d|, |3a + 4d| n1 tabin.

61*. K ham P nogqatlar, ayqish tuwn siziglarda jatiwsht 4B ham CD
kesindilerinin ortast ham de O noqat KP kesindisinin ortasi bolsa
(36-suwret), OA + OB + OC + OD = 0 ekenligin dalillen.

P

ham 4,4 vektorlarinin

62. 37-sawrette OA,= 2, OA4, = 2, O4,= 3. a,
koordinatalarin aniqlan.
63. 38-suwrette O4 =4, OB=9,0C= 2, M, N ham P noqatlan saykes, AC,

OC ham CB kesindilerinin ortasi. AC, CB, AB, PC, MC ham CN
vektorlarinin koordinatalarin tabin.

64. O noqat PABC tetraedrdin BC qabirgasinin ortast ham O noqati 4Q
kesindinin ortasi bolsa (39-sawret), PO vektorn PA=a, PB = b ham
PC = ¢ vektorlari arqal1 anlatin.

65*. 40-suwrette korsetilgen qayiqqa darya agist F, = 120 N kush penen
ham qirgaqtan esken samal F, = 100 N kush penen tasir qilmaqta.
Qayigtin daryada ornmman qozgalmay turiwi ushin oni qanday kush
penen uslap turtw kerek?

® .M @

d -
arya agisi

samal
bagiti

C Bt TR

66. Skalyar kobeymesi: a) l; b) \/737; c)0; d)— %; e) b) —\/75 ge ten bolgan

birlik vektorlar arasindagi muyeshti tabin.
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67. a) a (1;-1; 1), b (0;2;-4);b) ¢(2;3;-1),d (1;2; 5); ¢) e(1; - 15 1),
£(0;2;— 4); d)g(2;3;-1), h(1;2; 5) vektorlarinifi skalyar kobeymesin
tabin.

68. ABC Gishmuyeshlikte £A4=50°, ZC=90°. a) BA hdm BC;b) CA hamAB;
¢) AB ham BA vektorlar arasindagi muyeshti tabin.

69. a ham b vektorlarinin uzinliqlart ham olar arasindagi muyesh
saykes a) 5, 12, 50°; b) 3, /2, 45° ¢) 5, 6, 120°; d) 4, 7, 180° bolsa,
olardin skalyar kébeymesin tabin.

70. nnin ganday manisinde, vektorlar perpendikulyar boladi1?
a)a(2;-1;3),  b(1;3;n);  byam;-2;1), b(n;-n;1);

o) a(m;-2;1), b(n;2n; 4); d)a(4;2n;-1), b(-1; 1; n).

71. a(1;-5;2), b(3,1,2) vektorlar1 berilgen. a) a+b him a — b; b) a+2b ham
3a—b; ¢)2a+ b ham3a — 2b vektorlarininifi skalyar kébeymesin tabin.

72. A(1;0;1),B(-1;1;2), C(0; 2; —1) noqatlar1 berilgen. Oz koordinatalar
kosherinde sonday D nogatin tabin, AB ham CD vektorlar1 perpendi-
kulyar bolsin.

73*. (a, b) < |a| - |b| ekenligin tiykarlan. Bul vektorlar ganday bolganda
tenlik orinli boladi?

74*. SABCD piramidanin barliq qabirgalar: 6z ara ten (41-sawret) ham ultani
kvadrattan ibarat. a) S4 ham SB; b) SD hdm AD; ¢) SB ham SD;
d) AS ham AC; ¢) AC ham. AD Vektorlar arasindagi muyeshlerdi tabin.

75%, Uzinliglart birge ten a, b, ¢ vektorlar jup-juptan 60° i muyesh payda
etedi. a) @ ham b + a; b)a ham b — ¢ vektorlar arasindagi mayeshti
tabin.

76. O noqat ABCD kvadrat diagonallarinin kesilisiw noqati. Kvadrattin
B tébesinen diagonalga parallel ham DA tuwri s1ziq penen F' nogat-
ta kesilisetugin tuwri siziq jurgizilgen. BF vektorm DO ham DC
vektorlar1 arqal anlatin.

77. O noqat ABC tushmuyeshlik medianalarinin kesilisiw nogati bolsa,
OC vektorm 4B ham AC vektorlar1 boymsha jayin.

78*. C noqat 4B kesindisinin ortasi bolsa (42-sawret), onda 1qtiyarlt M no-

qat ushin MC= l(m +MB) bolatuginin dalillen.

79. K noqat ABCD tetraedr BC qabirgasinifi ortast bolsa (43-stwret), DK
vektorin AB, AD ham AC vektorlar boyinsha jayn.

80*. Denenin thSlW bagitina salistirganda 30° i muyesh astinda qoyilgan
F=20N ksh ta’sirinde dene 3 m ge jilisadi. Bul jagdayda orinlangan
jumisti tabin.



81*. Denenin jilisiw bagitina salistirganda 60° 11 muayesh astinda qoyilgan
F =50 N kush tasirinde dene 8 m ge jilisadi. Bul jagdayda orinlangan
jumisti tabin.

82*, (Koshi — Bulnyakovskiy tensizligi) iqtiyarli a,, a,, a, b, b,, b, sanlari
ushin (a,b,+ a,b, + a;b,)* < (a*+ a* + a;?) (b2 + b,> + by?) tensizliktin
orinli boliwin vektorlardan paydalanip délillen.

3. KENISLIKTE ALMASTIRIWLAR HAM UQSASLIQ

3.1. Kenislikte seometrivalig almastiriwlar

Kenislikte berilgen F denesinin har bir noqati ganday da bir usilda
koéshirilse, jana F, denesi payda boladi. Eger bul késhiriwde (sawlelendiriw-
de) birinshi denenin har tarli noqatlar1 ekinshi denenin har turli nogatlarina
késhse, onda bul koshiriw geometriyaliq dene almastiriw dep ataladi.

Putkil kenislikti geometriyaliq dene sipatinda qarasaq, kenisliktegi
denelerd1 almastiriw hagqinda da aytiw mamkin.

Korip turganimizday, kenisliktegi geometriyaliq almastirtwlar tusinigi,
tegisliktegi siyaqli gabil etiledi. Sonday-aq, onin tomende koriletugin bir
qatar tarlerinin gasiyetleri ham olardin dalili de tegisliktegige ugsas boladi.
Sol sebepli, bul gasiyetlerdin daliline togtamaymiz ham olard1 6z betinshe
orinlawd1 usinis etemiz.

3.2. Hareket ham parallel koshiriw

Nogatlar arasindagi araligti saqlawshi1 dene almastiriwlar hareket dep
ataladi. Harekettin tomendegi gasiyetlerin keltiriw mumkin.

Hérekette tuwn s1ziq tuwr siziqqa, nur-nurga, kesindi ogan ten ke-
sindige, muyesh ogan ten muyeshke, ushmuyeshlik ogan ten ushmuyesh-
likke, tegislik ogan ten tegislikke ham tetraedr ogan ten tetraedrge koshedi
(séwlelenedi).

Kenislikte qanday da hareket jairdeminde birin ekinshisine késhiriw
mumkin bolgan deneler ten deneler dep ataladi.

Hareketke en apiway1 misal bul parallel koshiriw bolip esaplanadi.

(i)



Kenislikte bazi bir KP vektor1 ham 1qtiyarli X nogqat berilgen bolsin
(44-suwret). Eger X, noqat XX,= KP shartin qanaatlandirsa, X nogat X,
nogatqa KP vektor boylap parallel késhirilgen dep ataladu.

Eger kenislikte berilgen F denesimin har bir nogati KP vektor boylap
koshirilse  (45-suwret), yagniy F, denesi payda boladi. Bul jagdayda F
denesi F, denesine parallel koshirilgen dep ataladi. Parallel késhiriwde F
denesinin har bir noqat1 birdey bagitta birdey araliqqa kdshirilgen boladi.

46-suwrette korsetilgen kdteriwshi krannin har bir noqati baslangish
jagdayina garaganda 40 m ge parallel kdshken.

Korinip turganinday, parallel koshiriw hareket esaplanadi. Sonin ushin, pa-
rallel késhiriwde s1z1q tuwri s1ziqqa, nur-nurga, kesindi ogan ten kesindige, tegis-
lik ogan ten tegislikke koshedi ham tagi basqa da parallel kdshiriwler ushirasadi.

Aytayiq KP = (a; b; ¢) vektor boylap parallel koshiriwde F denesinin
X (x; y; z) noqat1 F'; denesinin X,(x,; y,; z,) nogatina 6tsin. Onda, aniqlama
boyinsha, tomendegilerge iye bolamiz:

xX,—x=a, y—y=b, z;—z=c yaki x;=x+a, y,=y+b, z=z+c

Bul tenlikler parallel késhiriw formulalar: dep ataladi.

I-mdsele. p = (3;2; 5) vektor boylap parallel késhiriwde P (-2; 4; 6)
noqat gaysi noqatqa koshedi?

Sheshiliwi. Joqaridagi parallel koshiriw formulalarinan paydalanamiz:

X,=-2+3=1, p=4+2 =6, z,= 6 +5 =11. Juwabi: P,(1; 6; 11)._]

3 3. Kenislikte orayliq simmetriya

Kenislikte berilgen4 ham 4, nogatlar1 Onoqatqa salistirganda simmetriyali
delinedi, eger AO = OA, bolsa, yagnty O noqat 44, kesindisinin ortasi bolsa.

Eger kenislikte berllgen F denesinin har bir noqat1 O noqatqa salistirganda
simmetriyali nogatqa koshse (47-suwret), bunday almastirtw O nogat-
qa salistirganda simmetriya dep ataladi. 48, 49-suwretlerde O nogatqa
salistirganda simmetriyali deneler korsetilgen.

Noqatqa salistirganda simmetriya — hareket bolip esaplanadi.

Eger I dene O noqatqa salistirganda simmetriyali almastiriwda 6zine
koshse, bunday dene orayliq simmetriyali dene dep ataladi.




Maselen, parallelepiped (50-suwret) diagonallarinin kesilisiw noqat1 O
ga salistirganda orayliq simmetriyali dene bolip esaplanada.

C | D, A
31/:,4__ tfiﬁ-- A'
Al/ D, | C' - D'

2-masele. O (2; 4; 6) noqatqa salistirganda orayliq simmetriyada
A= (1; 2; 3) nogat1 qaysi noqatqa 6tedi?
Sheshiliwi. A,= (x; y; z) izlenip atirgan noqat bolsin. Aniglama boyinsha,

O noqat A4, kesindisinin ortasi. Demek, 2 = lel, 4 = )%2, 6= %

Bul tenliklerdenx=4 - 1=3, y=8-2=16, z=12-3=09.
Juwabi: A,(3; 6; 9)|:|

3.4. Tegislikke sahistiranda simmetriya

Kenislikte berilgen 4 ham A, noqatlar fegislikke salistirganda simmetriyali
delinedi, eger tegislik 44, kesindisine perpendikulyar bolip, on1 teni ekige bolse

(51-suwret). 52-suwrette tegislikke salistirganda simmetriyali bolgan F|; ham
F, deneler keltirilgen. Biz son1 bilemiz, gewdemiz benen sawlemiz ayna tegis-
ligine salistirganda simmetriyali bolad1 (53-suwret).

‘ Tegislikke salistirganda simmetriya — hareket bolip esaplanadi.
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Demek, tegislikke salistirganda simmetriyada kesindi ogan ten kesindige,
tuwri s1z1q — tuwri s1ziqqa ham tegislik — tegislikke sdwlelenedi.
Eger F denesi tegislikke salistirganda simmetriyali almastiriwda 6zine
késhse, bunday dene tegislikke salistirganda simmetriyali dene dep ataladi.
Maselen, 54-suwrette korsetilgen kub 44, ham CC, gabirgalarinan 6tiw-
shi o tegislikke salistirganda simmetriyali dene boladi.

3.5. Buriw ham kosherge salistirsanda simmetriva

6 | 56 a)

@ K, N, Aytayiq, kenislikte 4 ham 4, noqatlar hdm /
M ! F, tuwr1 s1z1q berilgen bolsin. Eger / tuwr1 siziqqa ti-
N K 2 M| sirilgen AK ham A,K perpendikulyarlar teni ham 6z
1 ¢, ara@muyesh paydaetse, bul jagdayda/tuwrisizigqa
D . D, | salistirganda ¢ muyeshke buriw natiyjesinde A no-
c B qat A, noqatqa otedi dep aytiladi (55-sawret).

Eger kenislikte berilgen F' denesinin har bir noqatin / tuwri siziqqa
salistirganda ¢ muyeshke bursaq, gana F, dene payda boladi. Bunda F dene
[ tuwr s1z1qqa salistirganda ¢ muyeshke buriwda F, denege 6tti delinedi.
56-suwrette sonday buriwdan payda bolgan deneler korsetilgen.

Maselen, 57-suwrette korsetilgen kubt1 / tuwri s1ziqqa salistirganda 180°
muyeshke buriwda jana kubt1 payda etemiz.

Tuwr1 s1z1qqa salistirganda buriw — hareket boladi.

[ tuwn siziqga salistirganda 180° muyeshke buriw, [ tuwrt sizigga
salistirganda simmetriya dep ataladi.

Denenin simmetriya oray1, kdsheri, tegisligi onin simmetriya elementleri

dep ataladi.

A (x; y; z) nogatga koordinata tegislikleri, koordinata kdsherlert ham koor-
dinata basina salistirganda simmetriyali noqatlar tdmendegi koordinatalarga
iye boladi:

Simmetriya elementi Simmetriyali noqat koordinatalari
Oxy tegislik x; v, —z)
Oxz tegislik (x;, -y, z)
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Oyz tegislik (—x, y; z)
Ox koésheri (x; -y, —z)
Oy koésheri (—x; v, —z)
Oz kosheri (—x; -y, z)
O noqat (—x;, =y, —z)

3.6. Tabivatta ham texnikada simmetriva

Tabiyatta simmetriyan1 har adimda ushiratiw muamkin. Maselen, tiri
janlardin kopshiligi, atap aytqanda, insan hdm haywanlar denesi, 6simliklerdin
japiraglart ham gulleri simmetyali jaratilgan (58-suwret). Sonday jansiz tabiyat
elementleri de bar, maselen, gar bdleksheleri, duz kristallari, zatlardin mole-
kulyar duzilisi de &jay1p simmetriyaliq figuralardan ibarat boladi. Bul, albette,
tegin emes, sebebi simmetriyali figuralar shirayli boliw1 menen birge, qaysi bir
maniste toliqg maqul bolip hdm aniq maniske iye bolip esaplanadi. Solay eken,

@




tabiyattag1 gozzalliq hdm aniq manilik simmetriya tiykarina jaratilgan, dep
ayttwimiz mimkin. Tabiyattagi bul gozzalliq hdm aniq manilik standartin
algan qurilisshi, ganige ham arxitektor siyaqli déretiwshiler jaratqan kople-
gen jaylar hdm qurilislar, qurilma ham mexanizmler, texnika ham trans-
port qurallar1 da simmetriyali jaratilgan. Bul iste olarga geometriya paninin
beretugin jardemin hesh narse menen salistirip bolmaydi.

3.7. Kenisliktegi denelerdin uqgsasligi

Kenislikte £ # 0 ham F| deneni F, denege sawlelendiriwshi almastiriw
berilgen bolsin. Bul sdwlelendiriwde F; denenin 1qtiyarli X; hdm X, noqatlar1
ham olar sawlelengen F, denenin ¥, ham Y, nogatlar1 ushin XY, = £X,Y,
bolsa, bul almastiriw ugsasliq almastiriw dep ataladi (59-suwret).

Korip turganinizday, kenislikte ugsasliq almastiriw tsinigi tegisliktegi
styaql1 qabil etiledi. Sonday-aq, onin tdmende koriletugin bir qatar turlerinin
aniqlamasi, olardin gasiyetleri ham olardin dalili de tegisliktegige ugsas
boladi. Sonligtan, bul qgasiyetlerdin daliline toqtamaymiz ham olardi 6z
betinizshe ormlawdi usinis etemiz.

Kenisliktegi ugsasliq almastiriw tuwri s1ziqti tuwri si1ziqqa, nurdi nurga,
kesindini kesindige ham muyeshti mayeshke sawlelendiredi. Sonday-aq,
bul almastiniw tegislikti tegislikke sdwlelendiredi.

Kenislikte berilgen eki denenin biri ekinshisine ugsasliq almastiriw
arqali sawlelense, olar ugsas deneler dep ataladi.

Kenislikte ' dene, O noqat ham & nolden 6zgeshe (k+#0) san1 berilgen bolsin.

F denenin 1qtiyarli X nogatin O_Xlsz_X shartin ganaatlandiriwsh1 X, no-
qatqa sawlelendiriwshi almastiniw O nogatqa salistiréanda k koefficientli
gomotetiya dep ataladi (61-suwret). O noqati gomotetiya orayi, al k sani
gomotetiya koefficienti dep ataladi.

F denenin har bir noqat1 us1 usilda sawlelense, natiyjede F, dene payda
boladi ham bul gomotetiyada F dene F, denege sawlelenedi dep aytiladi.

Korip turganinizday, kenislikte gomotetiya aniqlamasi tegisliktegi menen
derlik birdey. Sonday-aq, onin bir gatar gasiyetleri bar bolip, olar da, olardin



dalilleri de tegisliktegige uqsas boladi. Sonligtan bul gasiyetlerdin daliline

tamaymlz ham olard1 6z betinizshe orinlawdi usinis etemiz.
b)

@) X, a) )
0 a ;
ﬁ 1
0

O noqatqa salistirganda k koefficientli gomotetiya uqgsasliq almastiriw
bolip esaplanadi.

Gomotetiya koefficienti £ 1qtiyarl nolden 6zgeshe san bolip, k=1 de F
dene 6zine 6zi sawlelenedi, al k=—1 de F dene O noqatqa salistirganda
simmetriyali F; denege sawlelenedi. Basqa jagdaylarda gomotetiya noqat-
lar arasindagi araliqt1 saqlamaydi, yagniy ol hareket bolmaydi. Gomotetiya
natiyjesinde noqatlar arasindagi araliq birdey & sanina kobeyedi, yagniy
denenin 6lshemleri 6zgeredi, lekin onin formasi ézgermeydi.

Gomotetiyada gomotetiya orayinan Otpeytugin a) tuwrl siziq ogan
parallel bolgan tuwri siziqga (62.a-suwret); b) al, tegislik ogan parallel
tegislikke sawlelenedi (62.b-suwret).

Gomotetiyada gomotetiya orayian dtiwshi tuwri s1ziq yamasa tegislik
6zine 6zi sawlelenedi.

@ Temaga baylamsh maseleler him ameliy tapsirmalar

83. E = (=2; 1; 4) vektor boylap parallel koéshiriwde, a) (3; —2; 3);
b) (0; 2; =3); ¢) (2; —5; 0) noqat1 qays1 noqatqa kdshedi?

84. Parallel koshiriwde 4(4; 2; —8) noqat1 (3; 7; —5) noqatina koshedi. Parallel
koshiriw qaysit vektor boylap amelge asirilgan?

85. Parallel koshiriwde: a) tuwr1 s1zig-tuwri s1ziqqa; b) nur-nurga; c) tegis-
lik-tegislikke; d) kesindi ogan ten kesindige koshiwin délillen.

86. O (-2; 3; —1) noqatqa salistirganda orayliq simmetriyada 4 (4; 2; —3) no-
qat qays1 noqatqa 6tedi?

87. 63-suwrette korsetilgen figuralarda O noqat simmetriya oray1 ekenligin
dalillen.

88. (-2;5;-9), (2; 2;-7), (-6; 12; —2) noqatlar koordinata basina salistirganda
orayliq simmetriyada qayst noqatlarga 6tedi?

(i)



89*. Orayliq simmetriyanin hareket ekenligin dalillen.

a) b) °) d N

3
0) N
NS
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\

90*. Tegislikke salistirganda simmetriyanin hareket ekenligin dalillen.

91. Parallelepipedtin (50-stiwret) diagonallarinin kesilisiw nogatt O ga
salistirganda orayliq simmetriyali figura ekenligin dalillen.

92. (1; 2; =3), (0; 2; =3), (2; 2; =3) noqatlar1 koordinata tegisliklerine
salistirgandag1 simmetriyalarda qaysi1 noqatlarga 6tedi?

93. (2;4;-1) nogati koordinata tegisligine salistirganda simmetriyali sawlele-
niwde (2; —4; —1) noqatina 6tti. Sawleleniw qays1 koordinata tegisligine
salistirilip d&melge asirilgan?

94. Tomendegi kestede berilgen 1-ulgi tiykarinda bos orinlardi toltirin.

Ne Berilgen noqat Simmetriyali noqat Nesgilens;l;tsg;iigda

1 (1;2;3) (1;2;-3) Oxy tegislikke salistirganda
2 (2;4;-1) Oxz tegislikke salistirganda
3 (1;2;3) Oyz tegislik

4 (-1;-2;-3) (-1;2;3)

5 (-1;6;3) Oy kosheri

6 (-3; 8;-2) Oz kosheri

7 (4; 1,-2) O nugqat

95. 49-suwrette korsetilgen denelerde O nogat simmetriya oray1 ekenligin
dalillen.
96*. Tuwri s1z1qqa salistirganda buriw hareket ekenligin korsetin.
97. O noqatina salistirgdanda k koefficientli gomotetiya ugsasliq almastiriw
ekenligin korsetin.
98. Oxy tegislikke salistirganda simmetriyada 1qtiyarl (x; y; z) nogattin (x; y; —2)
nogatina otiwin korsetin.
99. Oxz tegislikke salistirganda simmetriyada 1qtryarli (x; y; z) nogattin (x; —y; 2)
noqatia otiwin korsetin.
100. Parallel koshiriwde (1; 2; —1) noqat1 (1; —1; 0) noqatina 6tti. Koordinata
bas1 bul almastiriwda gays1 noqatqa 6tedi?
101. Parallel koshiriwde (3; 4; —1) noqati (2; —4; 1) noqatina 6tti. Bul
almastirtwda koordinata basi qaysi noqatqa otedi?
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102*. A(2; 1; 0) noqatt B (1; 0; 1) noqatina, al C (3; —2; 1) noqat1 D (2; —3; 0)
nogatina otetugin parallel koshiriw bar ma?

103*. A (-2; 3; 5) noqat1 B (1; 2; 4) noqatina, al C (4; —3; 6) noqati
D(7; -2; 5) noqatina étetugin parallel koshiriw bar ma?

104. 58-suwrette korsetilgen janli ham jansiz obyektler kenisliktegi dene
sipatinda ganday simmetriyal1 figura boliwi mumkinligin aniqlan.
Olardin (eger bar bolsa) simmetriya orayi, simmetriya kosheri yamasa
simmetriya tegisligin sizip korsetin.

105. 60-suawrette korsetilgen ana-balalar (matreshkalar)din tlken ana
matreshkaga salistirganda ugsasliq koefficientlerin aniglan.

106. Duris tetraedr gabirgasimin uzinligt 12 cm ge ten. Bul tetraedrge:

a) 3; b) —4; ¢) %; d) — %; koefficientli gomotetiyali bolgan tetraedr
gabirgasinin uzinligi nege ten?
107. Iqtryarli ABC ashmuyeshlik sizin ham ganday da bir O nogatin belgilen.

Oray1 O noqatinda ham koefficienti : a) 2; b) -3; ¢) — %; d) % ge ten bolgan

gomotetiyada A BC ushmuyeslik 6tetugin ishmuayeshlikti dazin.

108. Iqtiyarli SABC tetraedr sizin. Oray1 S nogatinda ham koefficienti: a) 1,5;
b) —2; ¢) %; d) % ge ten bolgan gomotetiyada SABC tetraedr otetugin
tetraedrdi s1zin.

109. Iqtiyarli kub sizin. Oray1 kubtin bir tobesinde ham koefficienti: a) 2; b)
-2;¢) %; d) —% ge ten bolgan gomotetiyada bul kub 6tetugin kenisliktegi
geometriyaliq figurani sizin.

110. Orayr koordinata basinda ham koefficienti: a) 2,5; b) —-2,5; ¢) i;
d) % ge ten bolgan gomotetiyada 4(-2; 3; 5) noqat dtetugin nogattin
koordinatalarin tabin.

111. Oray1 O(—1; 2; 2) nogatinda ham koefficienti: a) 0,5; b) —2; c) %; d) —% geten
bolgan gomotetiyada A(2; 4; 0) nogat dtetugin noqattin koordinatalarin
tabin.

112. Tobeleri O(0; 0; 0), A(4; 0; 0), B(0; 4; 0), C(0; 0; 4) nogatlarda bolgan
tetraedr: a) oray1 O noqatta, koefficiyenti —1 ge ten; b) oray1 4 noqatta,
koefficienti 2 ge ten bolgan gomotetiyada otetugin tetraedr tobelerinin
koordinatalarin tabin.

113*. Gomotetiyada onin oraymnan Otpeytugin: a) tuwri siziq 6zine paral-
lel bolgan tuwr s1ziqqa, b) al, tegislik 6zine parallel bolgan tegislikke
sawleleniwin korsetin.

114*. Gomotetiyada onin orayinan otiwshi tuwri siziq yaki tegisliktin 6zine

6z1 sawleleniwin koérsetin.
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4. BAPTI TAKIRARLAWGA BAYLANISLI AMELIY SHINIGIWLAR

4.1. 1- test jumisi

1. A(x,; y,; z;) ham B(x,, y,; z,) noqatlar berilgen. z,—z, neni anlatadi?
A) AB kesindi ortasinin koordinatasin; B) 4B kesindi uzinligin;
C) AB vektor uzunligin; D) AB vektor koordinatalarinan birin.

2. 64-sawrette AB L a, aco, AO=0B bolsa,
A) A ham B noqatlar O noqatqa salistirganda simmetriyali boladi;
B) 4 ham B noqatlar a tuwri siziqqa salistirganda simmetriyali boladi;
C) 4 ham B noqatlara tegislikke salistirganda simmetriyali boladi;
D) AB kesindi a tuwri siziqqa salistirganda simmetriyali boladi.

4f 5 G
4,4
4

v
e s 4

(o]

3. 65-suwrette B noqat AOC tegislikte jatpaydi. Onda O4, OB ham OC
vektorlar ...

A) kollinear; B) komplanar;
C) birdey bagitlas; D) komplanar emes.

4. M(-7; 1; 4) ham N(-1; -3; 0) noqatlar berilgen. MN kesindi ortasinin
koordinatalarin tabin.

A) (4;,-1;4); B)(4;-1,2); C)(-4,-2;2); D)(-3;2;2).

5. A(0; -3; 2) ham B(4; 0; —2) noqatlar berilgen. AB kesindi ortasi nege
tiyisli?

A) Oxkésherine; B) Oy késherine; C) Oz kdsherine; D) Oxy tegisligine.

6. A(3; 4; —3) noqattan Oz késherine shekem bolgan araliqti tabin.
__A)3;  B)5; 0)2V3; D)4,

7. CD+DE+EF vektorlar qosindisin tabin.

A)O; B)CF, C)DF; D)CE. _

8. m nin gays1 manisinde a(m; 4; —3) ham b(4; 8; —6) vektorlar kollinear
bolad1?

A)2; B)5; O)1; D)3.

9. O noqat a tegislikte jatpaydi. Oray1 O nogatinda bolgan gomotetiyada
a tegislik onnan 6zgeshe bolgan B tegislikke otedi. Eger a tuwri s1z1q a
tegislikke tiyisli bolsa, ...

A) a||B boladi;  B) a tegislik B tegislik penen kesilisedi;
C)ac P boladi; D)a L P boladi.



10. AB tuwn siziq BCD tegislikke perpendikulyar. Qays1 vektorlardin
skalyar kobeymesi nolge ten boladi?
A) CA ham CB; B)BD hamAD; C)AC ham BC; D)AB ham CD.
11. Qabirgas1 1 ge ten bolgan ABCDA,B,C,D, kub berilgen (66-suwret).
(AB+BC) - BB n1 tabin.
A)l; B)0; O -1; D)O05.
12. p nin qayst manisinde a(1; 1; 0) ham b(0; 4; p) vektorlar arasindagi
muyesh 60° ga ten bolad1?
A) 4; B) 4 yamasa —4; C) 16; D) 16 yamasa —16.
13. ABCDAB,C,D, kub berilgen. Parallel koshiriwde 4,D kesindi D,C
kesindige otedi. Bul kdshiriwde 44,B, tegislik qays1 tegislikke 6tedi?
A) DB,B; B)DCC,; C)A4,C,; D) ABC.
14. o tegislik onda jatpaytugin ABC tGshmuyeshliktin simmetriya tegisligi
esaplanadi. Qays1 juwap duris?
A) (ABC)La, B) ABC tushmuyeshlik ten gaptalli;
C) ABC ushmuyeshliktin simmetriya oray1 bar;
D) ABC ushmuyeshliktin simmetriya kosheri bar.
15. ABCDA,B,C,D, kub berilgen. 4,B,+BC—DD, ni tabin.
A)4,C;  B)BD,; ¢ BD;  D)AC,.
16. Qays1 geometriyaliq almastiniw eki ayqish tuwri siziglardan birin
ekinshisine otkizedi?
A) parallel késhiriw; B) tegislikke salistirganda simmetriya;
C) buriliw; D) gomotetiya.
17. M(—1; 2; —4) noqatqa Oyz tegisligine salistirganda simmetriyali bolgan
noqatti tabin.
A) (1;-2;4); B)(1;2;-4); ©) (-1;-2;-4); D) (-1;2;4).
18. Parallel késhiriwde AB vektor DC vektorga otedi. Qaysi tastiyiglaw
naduris?
A) A__B =_DT ;___ B) AC ham BD kesindi ortalar1 Gstpe-ust tusedi;
C) AB,AC ham DC vektorlarikomplanar; D)ABCD parallelogramm.
19. B(-3; 2; =5) noqat1 Oxz tegisliginen qanday araliqta jatiript1?
A) 2; B) 5; C) 3; D) /34.
20. A(1; =2; 0), B(1; —4; 2), C(3; 2; 0) noqatlart ABC tushmuyeshliktin
tobeleri. CM mediana uzunligin tabin.
A) 203; B) 312; C) V6 ; D) 18.
21. Eger a(1; m; 2) ham b(0,5m+1; 3; 1) vektorlar kollinear bolsa, m+n di
tabin.
A) 3; B) 5; C) 4, D) 9.
22. A(-1; -9; =3) ham B(0; —2; 1) noqatlar1 berilgen.Vektord: koordinata
vektorlari (ortlar) boyimnsha jayin.
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A)(BA)=i+9j —k; _ B) (BA) =i~ 9j+k;_
C)(BA)=—i — 9] —4k; D) (BA)=i +9j —4k.
23. A(1;-2; 2), B(1; 4; 0), C(—4; 1; 1) ham D(-5; —5; 3) nogqatlar1 berilgen.
AC ham BD vektorlar1 arasindagi muyeshti tabin

A) 150°; B) 30°; C) 45°; D) 90°.
24. [a| = 6, [a+b| =11, [a—b| = 7 ekenligi belgili bolsa, |b| n1 tabin.
A) 11; B) 18: C)20; D) 7.

25. Ultanlar1 BC hdm 4D bolgan ABCD trapeciyaberilgen. Eger AB(~7;4;5),

AC(3; 2; —1), AD(20; —4; —12), M ham N — saykes tarde AB hdm CD

tareplerinin ortasi bolsa, MN vektor koordinatalarinin qosindisin tabin.
A)1; B)2; C)3; D) 4.

4.2. Maseleler

115. Ushlar1 A(1;-2;4) ham B(3;—4; 2) noqatlarda bolgan kesindi ortasinin
koordinatalarin tabin.

116. A(x; 0; 0) noqat1 B(1; 2; 3) ham C(-1; 3; 4) noqatlarinan tendey
uzaqligta bolsa, x t1 tabin.

117. Eger kesindinin bir ush1 A(1; —5; 4), ortas1 C(4; —2; 3) noqatta bolsa,
ekinshi ushinin koordinatalar1 qanday boladi1?

118. Oxz tegisligine salistirganda A(1; 2; 3) nogatina simmetriyal1 bolgan
noqatti tabin.

119. Koordinatalar basina salistirganda A(1; 2; 3) noqatina simmetriyali
bolgan noqatt1 tabin.

120. Oxy tegisligine salistirganda (1; 2; 3) noqatina simmetriyalt bolgan
nogatti tabin.

121. Oy kosherine salistirganda (2; —3; 5) noqatina simmetriyali bolgan
nogatti tabin.

122. Tomendegi noqatlardan qaysi biri Oyz tegisliginde jatadi?
A(2;-3;0); B(2;0;,-5); C(1;0;,-4); D(O;9;-7);, E(1;0;0).

123. Tomendegi noqatlardan qaysi biri Oxz tegisliginde jatadi:
A(=4;3,0); B(0;,-7,0); C(2;0;-8); D(2;-4;6); EQO;—4;5)?

124. A(-3; 8; 3~/33) noqatman Ox kosherine shekemgi araligti tabin.

125. A(3; —2; 5) ham B(—4; 5; -2) noqatlar1 berilgen. AB vektorinin
koordinatalarin tabin.

126. a(1;-2; 3) vektorinin aqir1 B(2; 0; 4) nogati bolsa, bul vektordin basinin
koordinatalarin tabin.

127. B(0; 4; 2) noqati a(2; —3; 1) vektormin aqir1 bolsa, bul vektordin
basinin koordinatalarin tabin.

128. a(x; 1; 2) vektormin uzinligr 3 ke ten bolsa, x tin manisin tabin.



129.
130.

131.

132.
133.
134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

a(4; —12; z) vektormin moduli 13 ke tent bolsa. z tin manisin tabin.
Eger a(6;2; 1) ham b(0; —1; 2) bolsa, c=2a—b vektorini uzmhgm
tabin.

Eger p(2; 5;—1) ham ¢(=2; 2) bolsa, m= 4p+2¢q vektorinii uzmhigm
tabin.

a(2; -3; 4) ham b(-2; -3; 1) vektorlarmin skalyar kobeymesin tabin.
m(—1; 5; 3) ham n(2; —2; 4) vektorlarinin skalyar kébeymesin tabin.
m nin qanday manisinde a(1; m; —2) ham b(m; 3; —4) vektorlar
perpendikulyar boladi?
n nin ganday manisinde a(n; =2; 1) ham b(n; n; 1) vektorlar1 perpen-
dikulyar bolad1?

m nin qanday manisinde a = mi+3j+4k ham b=4i+mj—Tk
vektorlar1 perpendikulyar boladi?
A(l; =25 2), B(1; 4; 0), C(—4; 1; 1) ham D(-5; —5; 3) noqatlar1 beril-
gen. AC ham BD vektorlar1 arasindagi muyeshti tabin.

n nin qanday manisinde 5(2; n; 6) ham E(l; 2; 3) vektorlar1 kollinear
bolad1?

m nin qanday manisinde a(2; 3; —4) ham b (m; —6; 8) vektorlar1 parallel
boladi?

m ham n nin qanday ménisinde a(—1; m; 2) ham b (=2; —4; n) vektorlar1
kollinear boladi? L
A2; 7; =3) ham B(-6; —2; 1) noqatlar1 berilgen. B4 vektorin
koordinatalar vektorlar1 (ortlar1) boyinsha jayin.

4.3. 1- baglaw jumisinin ulgisi

. Oxy tegisligine salistirganda (1; 2; 3) nogatina simmetriyali bolgan

noqatti tabin.

Eger a(6;3;2) ham b(-3; 1; 5) bolsa, c= a+2b vektormin uzinligin
tabin.

. A(2; —1; 0) ham B(-2; 3; 2) nogqatlar1 berilgen. Koordinata basinan

AB kesindisinin ortasina shekemgi araliqti tabin.

. A(1;-2;2), B(1;4;0), C(—4; 1; 1) ham D(-5; -5; 3) noqatlar1 beril

gen. AC ham BD vektorlar1 arasindagi miyeshti tabin.

(Jags1 ozlestiretugin  oqiwshilar ushin qosimsha masele).
Tobeleri A(4; 5; 1), B(2; 3; 0) ham C(2; 1; —1) noqatlarinda bolgan
ushmuyeshliktin BD medianasi uzunligin tabin.

(1)



7  IMBAP PRIZMA HAM CILINDR
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5. KOPJAQLI MUYESHLER HAM KOPJAQLILAR

S5.1. Kopjagh muyeshler
Ekijagli muyesh penen 10-klasta tanisqansiz
Eki o ham P yarim tegislik (jaglar:) ham olardi shegaralap turgan
uliwma AB tuwr1 s1z1q (gabirgasi) tan ibarat bolgan geometriyaliq figura
eki jagli muyesh dep ataladi (1-sawret) ham (o B) turinde belgilenedi.

$——— o hdm B —jaqlar

\F
=

LQOPR — sizigh

muyeshi
AB — gabirgasi @

Ekijaglimayesh gabirgasinin iqtiyarli P noqatinan onin jaglarinda jatiwshi
ham bul gabirgaga perpendikulyar bolgan PR ham PQ nurlarin jurgizemiz.
ZQPR — ekijaqli myeshtin sizigli miyeshi dep ataladi (2-sawret).

Ekijaqli muyeshler tegis muyeshler siyaqli sizighh muyeshinin 6lshemine
qarap suyir, dogal, tuwr1 hdm jayiqg bolad1 (3-suwret). Tegis muyeshler
styaqli ekijaqli mayeshler gorns: ham vertikal boliwi mimkin (4-sawret).

@ a) ’ b) c
.
. V4
@ a) ; b)
« \ / v

z

Ekijaqli muyeshti ten ekige boliwshi yarimtegislik onin bissektor: dep
ataladi (5-suwret).

=



I-mdgsele. S1zigli muyeshi 60° qa ten
bolgan ekijaqlt muyeshtin jaqglarinda jatqan
A ham B noqatlarinan (6-suwret) onin
qabirgasina A4, ham BB, perpendikulyarlar1
tasirilgen. Eger A4,= 12, BB, =10 ham 4,5,
= 13 bolsa, 4B kesindisinin uzinligin tabin.

Sheshiliwi. BB,||CA, ham A4,B,||CB tuwr1
siziglarin jargizemiz. Payda bolgan A,B,BC tortmuyeshlik parallelogramm
boladi. 4,8, tuwri s1zig1 4, AC Ushmuyeshlik tegisligine perpendikulyar
boladi, sebebi ol usi tegislikte jatqan eki 4,4 ham A4,C tuwri siziglarina
perpendikulyar. Onda BC tuwr1 s1zig1 da usi tegislikke perpendikulyar boladi.

Demek, ABC ushmuyeshlik tuwrimuyeshli ishmuyeshlik eken.

Kosinuslar teoremasi boyinsha:
AC?*=AA%+ A,C*— 24A4,"A,C-cosa. =122+ 10>~ 2-12-10-c0s60°=124.
Pifagor teoremasi boymsha: 4B =+ AC? + BC? =124 +169 =/293.

Juwabr: AB=/293 []
S

Kenislikte bir noqattan shigiwshi g, » hdm ¢ nurlaritsh (ab), (bc) ham
(ac) tegis muyeshlerin payda etedi (7-suwret). Bul tegis muyeshlerden
payda bolgan (abc) figuras1 ushjaqli muyesh dep ataladi. Tegis muyeshler
ushjaqli muyeshtin jaglar: dep, olardin tarepleri ushjaqli muyeshtin
qabirgalar: dep, uliwma tobesi ushjaqli muyeshtin tébesi dep ataladi.

Ushjaqli muyeshtin jaglarinan payda bolgan eki jaqli mtyeshler ashjaql
muyeshtin ekijaqli muyeshleri dep ataladi.

Ush (ab), (bc) ham (ac) tegis muyeshleri Gshjaqll muyeshtin fegis
muyeshleri dep te aytiladi.

Ushjaqli miyeshtin tegis muyeshlerin, saykes o, B, v dep belgilesek
(8-suwret), olar ushin ushmuyeshlik tensizligi orinli boladi, yagniy olardin

()



galegen birewi, gqalgan ekewinin qosindisinan kishi boladi: o+f3<y, o+y<[f3,
+y<o. ham tegis muyeshlerinin qosindisi 360° tan kishi bolad1: o-+3+y<360°.

Kop jaqli muayesh tusinigi de usigan ugsas boladi (9-sawret).

5.2. Kopjaghlar

Itibar bergen bolsaniz, us1 waqitqa shekem kenisliktegi figura retinde bir qatar
denelerdin, atap aytqanda, kopjaglhilardin gasiyetlerin tyrenip keldik. Bul kenis-
liktegi figuralardin dene dep ataliwina sebep, olardi kenisliktin bazi bir materiyal-
liq denesi iyelegen hdm maydan menen shegaralangan bolegi retinde suwretlew
mumkin. Témendegi kopjaqlilarga tiyisli bazi bir tisiniklerdi esletip 6temiz.

Kopjaqli dep tegis kdpmuyeshler menen shegaralangan denege aytiladi.

(10-sawret).

tobesi,_ @

Kopjaqli, galegen bir jagi jatqan tegisliktin bir tarepinde jatsa, bunday
képjaqli dones kopjaqlr dep ataladi. 10-sawrette dones, 11-suwrette dones
emes kopjaqlilar siwretlengen.

Qalegen dones kopjaqlinin jaglart sanin Y, tébelerinin sanin U ham
gabirgalariin sanin O menen belgileyik. Bizge belgili bolgan kopjaqlilar
ushin tomendegi kesteni toltirayiq:

Kopjaqhinin at1 Y U [Q

Ush muyeshli piramida 4 4 6

Tort miyeshli piramida 5 5 8

Ush muyeshli prizma 5 6 9

o Tort muyeshli prizma 6 8 |12
n-muyeshli piramida n+tl | nt+l | 2n

n-muyeshli prizma nt2 | 2n | 3n

Kesteden har bir kopjaqli ushin ¥ + U — Q = 2 bolatuginligin
koériwimizge boladi. Malim boliwinsha, bul jagday barliq dones kopjaqlilar
ushin duris boladi eken. Buni birinshi ret 1752- jili shveycariyali matematik
Leonard Eyler aniglagan.
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Eyler teoremas. {qtiyarli dofies képjaqli ushin: ¥ + U — O = 2 tenligi
orinli boladi, bul jerde Y—kopjaqlinin jaqlari, U — tébeleri, Q— qabirgalar

sani.

Bul teoremanin dalillewine toqtamaymiz. Onnan tdmendegi natiyjeler
kelip shigadi. Olardi Eyler teoremasinan paydalanip 6z betinshe dalillen.
I-ndtiyje. Képjaglmin tegis muyeshlerinin sani onin qgabirgalarinin
saninan eki ese kop.
2-ndtiyje. Kopjaglinin tegis muyeshlerinin san1 hAmme waqit jup bolada.
3-ndtiyje. Eger kopmuyeshliktin har bir tobesinen birdey k£ sandagi
qabirgalar tutassa, U - k = 2Q tenligi orinli boladi.
4-ndtiyje. Eger kopjaqlinin barliq jaqlar1 birdey n-muyeshliklerden
turatugin bolsa, ¥ = 20 tenligi ormli boladi.
5- natiyje. Kopjaqlinin tegis muyeshlerinin qosindisi 360°(Y— Q) ga ten.
Jaqglar1 bir-birine ten bolgan duris képmuyeshliklerden ibarat ham har
bir tobesinen birdey sandagi gabirgalar shigatugin dénes kopjaqlt duris
kopjaqli dep ataladi.
Malim boliwinsha, duris kopjaqlilar bes tarli boladi eken (bum
ozbetinizshe tekserip kérin). Bular témendegiler:

: o N
Figurasi 8 L : Qo AA
p N
Atiham | duris tetraedr Kub, Oktaedr | Dodekaedr Ikosaedr
onifi sipat- (tortjaqlr) geksaedr | (segizjaqll) | (onekijaql) | (jigirmajaqli)
lamasi (altjaglr)
Jaglar duris duris duris duris bes- duris
ushmuyeshlik | tortmuyesh- | ishmuyesh- | muyeshlik | ushmuyesh-
lik lik lik
Jaglar sant 4 6 8 12 20
Qabirgalar 6 12 12 30 30
sani
Tobeler 4 8 6 20 12
sani
Har bir
tobeden
shigiwshi 3 3 4 3 5
qabirgalar
sani




B Tarwyxiy maghwmatlar

Barlig duris képjaghilar Ayyvemgi Greciyada mdlim
edi. Evklidtin belgili «Negizleryinin XIII kitabt duris
' kopjaqlilarga bagishlangan. Bul kopjaqlilar kobinese Pla-
ton deneleri dep ataladi. Ayyemgi Greciyanin ulli alimi Pla-
ton (b.e.sh 427-347-jillar1) bayan etilgen dlemnin idealist-
“lik korinisinde bul denelerden tortewi dlemnin tort elemen-
tine ugsatilgan: tetraedr — jalin, geksaedr — Jer, ikosaedr — suw, oktaedr
— hawa, al besinshi kopjaqli — dodekaedr putkil dlem duzilisinin belgisi
(«besinshi negiz») dep atagan.

XVIII asirde kdpjaglilar teoriyasina Leonard Eyler (1707-1783) salmagql
ules qosqan. 1758- jili dagazalangan duris kopjaqlilardin tobeleri, gabirgalart
ham jaqlarinin sani arasindagi baylanist haqqindagi Eyler teoremasi hdam onin
dalillewi kopjaqlilar dunyasma tartip ornatti ham onin gozzal geometriyaliq
Ozine tartiwshi tusiniklerin algebraliq kozqarastan bayan etti.

@ Temaga baylanish maseleler ham ameliy tapsirmalar

142. Eki tegislik arasindagi mayesh 47°. Bul tegislikler kesilisiwinen pay-
da bolgan ekijaqlt mayeshlerdin gradusliq 6lshemin tabin.

143. Ekijagli muyeshtin gradus olshemi 52° qa ten. Bul muyeshke qonsi
bolgan ekijaqlt mayeshtin gradus 6lshemi nege ten?

144. Tegis muyeshi 100° bolgan ekijaqli muayeshtin jaglarina perpendiku-
lyar bolgan tuwr1 siziglar arasindagi muyeshti tabin.

145. Qonsi ekijaqli muyeshlerdin bissektorlar1 arasindagi ekijaqli miyeshtin
gradus 6shemi nege ten?

146. A noqat, gradus 6lshemi 60° bolgan ekijaqli muyeshtin bissektorinda
jatadi. Eger bul noqat ekijaglt muyesh qabirgasinan 10 cm araligta
jatgan bolsa, onda ekijaqli muyeshtin jaqlarina shekemgi araliglardi
tabin.

147. A noqat, gradus olshemi 30° bolgan ekijaqli muyeshtin bir jagina
tiyisli bolip, ekinshi jaginan 6 cm araliqta jatadi. Bul noqattan ekijaqli
muyeshtin gabirgasina shekemgi araliqti tabin.

148*. A noqat, tuwr1 ekijaqli muyeshtin jaglarinan 3 dm héam 4 dm aralhiqta
jatadi. Bul nogqattan ekijaqli muyeshtin qabirgasina shekemgi araliqti
tabin.

149*. Duris tetraedrdin barliq ekijagli miyeshlerinin ten ekenligin dalillen
ham olardin gradus 6lshemlerin tabin.

150. Tegis muyeshleri: a) 30°; 60°; 20°; b) 45°; 80°; 130°; c) 30°; 60°; 20°;



d) 20°; 60°; 70°; e) 76°; 34°; 110° bolgan ushjaqli muyesh bar ma?
151*. Dones kopjaqli muyeshtin barliq tegis muyeshlerinin qosindisi
360° tan kishi ekenligin dalillen.
152. Tuwr1 muyeshli parallelepipedte AB=5, AD=4 ham AA4,=3 bolsa,

ABD, muyeshin tabin (12-stwret).

® L, © A——r @

|

> |

B v A4 I
1 ! 1, A :\\\ B, 2 i F 10 cm
1 3 I I
e i) , DL =
P> 5| ;AW C y C
= 4 ¥ : / 10 cm
B yi P \ g
A 4 B 4 10cm B

153. Tuwrt muyeshli parallelepipedte AB=4, AD=3 ham AA4,=5 bolsa,
DBD, muyeshin tabin(13-suwret).

154. 14-suwrette berilgen kubtagi DBH muyeshin tabin.

155*. n tdbesi bar bolgan doénes kopjaqlinin barliq tegis muyehslerinin
gosindis1 360° (n — 2) qa ten ekenligin dalillen.

156*. Kopjaqli tegis muyeshlerinin san1 onin qabirgalari saninan eki ese kop
ekenligin dalillen.

157*. Kopjaqlinin tegis muayeshleri san1 har dayim jup boliwin dalillen.

158*.Kdpjaqlinin tegis muyeshleri qosindist 360° (Y — Q) qa ten boliwin
dalillen.

159. 15-suwretlerdegi kublarda ajiratip kérsetilgen muyeshler élshemin

aniqlan.
a) b) 4 a) B b)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
L

-
-
-
-
-

A

160*.16-suwretlerdegi kubtin sirtindagi shibinga: a) 4 tobesinen B tobesine;
b) kub jaginin oraymman qarama-qarsi jaginin orayia alip bariwshi en
qisqa jold1 kdrsetin (korsetpe: kubtin jayilmasinan paydalanin).

161. 17-suwrette korsetilgen kenisliktegi figura duris kdpjaqli bola ma? Onin
beti neshe kvadrattan ibarat? Onin neshe tobesi ham gabirgas: bar?

162. 18-suwrette korsetilgen jayilmalardin gaysi biri oktaedrge tiyisli?

(1=1)



163. 19-suwrette kdrsetilgen, kubqa ishley sizilgan kopjaqlinin: a) duris tet-
raedr; b) oktaedr ekenligin tiykarlan.

@ @ a>\/\/yyb>/\/\\/>/\

@a)A

a) D
/Nt
AV
cle—71"—

164. 20-sawrette korsetilgen kdpjaqlilardin  tdbeleri, jaqlar1  ham
qabirgalarinin sanin aniqlap, olardi Eyler tenlemesine qoyip tekserin.

165. Dénes kopjaqlinin har bir tébesinen Ush qabirga shigadi. Eger bul
képjaqlinin gabirgalari sant: a) 12; b) 15 ke ten bolsa, onin neshe tébe-
si hdm jag1 bar?

166%*. 13 jag1 ham har bir jag1 13 qabirgadan ibarat bolgan kopjaqli bar ma?

167. Dones kopjaqlinin har bir tébesinen tért qabirga shigadi. Eger bul
kdépjaqlinin gqabirgalar san1 12 ge ten bolsa, onin neshe tébesi ham jagi
bar?

168. a) Duris tetraedr; b) kub; ¢) oktaedr; d) dodekaedr; e) ikosaedrdin
tobeleri, qabirgalar1 hdm jaqglari sanin tabin ham bul kopjaqlilar ushin
Eyler tenlemesinin orinli bolatuginin tekserin.

169. Tobelerinin san1 8, gabirgalarinin sant 12 bolgan duris kdpjaqlinin
jaglar sanin tabin ham onin atin aniglan.

170. Tobelerinin sant 6, qabirgalarinin sant 12 bolgan duris kdpjaqlinin
tébeleri sanin tabin ham onin atin aniglan.

171. Tébelerinin san1 10, gabirgalarinin san1 7 bolgan

képjaqlinin gabirgalar sanin tabin.

172. Tobelerinin sani 14, gabirgalarinin sani 21

bolgan kopjaglinin jaglar sanin tabin.
173.21-stwrettegi kdpjaqlinin 62 jagi ham 120 tobesi
bar bolsa, onin gabirgalarinin sanin tabin.




6. PRIZMA HAM ONIN BETI

6.1. Prizma ham onin kesimleri

Prizmalar menen tomengi klaslarda tanisqansiz. Sonday bolsa da, olarga
baylanish bazi bir tusinikler hdm gasiyetlerdi esletip 6temiz.
Prizma dep eki jag1 (ultan1) ten » muyeshlikten, qalgan n jaqlar
parallelogrammlardan ibarat bolgan kopjaqliga aytiladi (22-suwret).
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Prizmanin qaptal jaqlarinin ultanina perpendikulyar yamasa perpendi-
kulyar emesligine qarap fuwri yamasa giya prizmalarga ajiratiladi. 23.a-
suwrette tuwri altimayeshli prizma, 23.b-siwrete qiya ushmuyeshli prizma
koérsetilgen. Tusinikli bolganinday, tuwri prizmanin qaptal jaqlart tuwri tort-
muyeshliklerden ibarat boladi.
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Ultan1 duris képmuyeshlikten ibarat tuwri prizma duris prizma dep
atalad1 (24-suwret). Duris prizmanin qaptal jaqglart bir-birine tefi tuwri
tortmuyeshliklerden ibarat boladi.

Prizma ultaninin ganday da bir noqatinan ekinshi ultanina tasirilgen
perpendikulyar, prizmanin biyikligi dep ataladi (23.b-suwret).

Prizmanin diagonalliq kesimi dep, prizma ultanlarinin saykes diagonallari
arqali jurgizilgen kesindige aytladi (24.a-suwret). Prizmanin diagonalliq
kesimlerinin sani prizmanin bir ultaninin diagonallarinin sanina ten.

Prizmanin perpendikulyarliq kesimi dep, onmin barliq qaptal
gabirgalarina perpendikulyar bolgan kesindige aytiladi (25-sawret).

(i)
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Dones n-muyeshliktin n(n=3) diagonali bar ekenligin esapqa alsaq, n-
: n(n—3) boladi

Har bir diagonalliq kesimde prizmanin eki diagonalin jargiziw mamkin.
Demek, n- muyeshli prizmanin jdmi n(n—3) diagonali bar.

muyeshli prizma diagonalliq kesimleri san1 da

I-mdsele. Ushmuyeshli qiya prizmanii qaptal gabirgalari arasindagi
araliglar, saykes tirde 7 cm, 15 cm ham 20 cm. Prizmanin en tilken maydanga
iye bolgan qgaptal jaginan onin qarama-qarsi gaptal gabirgasina shekemgi
araligt1 tabin.

Sheshiliwi. Bizge malim, parallel tuwrt siziglar arasindagi araliq bul
tuwr siziglardin birewinin ganday da bir nogatinan ekinshisine jurgizilgen
perpendikulyardin  uzinligma ten. Onda berilgen prizmanin ABC
perpendikulyarliq kesimi tareplerinin uzinligi, usi araliglarga ten boladu.
(26-stwret). Prizmanin en ulken maydanga iye bolgan jaginda en tlken 4C=20
cm tarep jatadi. B,B, gqabwgadan A,A,C,C, tegisligine shekemgi arahq ABC
ushmuyeshliktin BD biyikligine tenn boladi. Onda Geron formulasi boyinsha:

204 G Suc=p(p—a)(p-b)(p-c), p=a+b+c,

2
V at+b+c T7+15+20
p: = :21,
2 2

o
A S sc =\/21(21—7)(21—15)(21—20) =21-14-6-1=42,
” . AC-BD
4 C. Ekinshi tarepten, S ;. = ¢

2 2 ) 2
" Bunnan, 42 = AC-BD yamasa BD = 4,2 cm.
B, Juwabi: 4,2 cm. 2
6.2. Parallelepiped ham kub

Ultanlar1 parallelogrammnan ibarat bolgan prizma parallelepiped
dep ataladi (27-suwret). Parallelepipedler de prizma siyaqli tuwri(27.a-
suwret) ham qiya (27.b-sawret) boliw1 mumkin.
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Parallelepipedtin uliwma tobesine iye bolmagan jaqlar1 garama-qarsi
jaglar: dep ataladi.



Parallelepipedtin

— 12 qabirgasi bar bolip, olardin hér tortewi ten kesindilerden ibarat
(28.a-suwret),

— 6 jag bar bolip, onin qarama-qarsi jaqlar1 6z ara parallel ham ten
boladi (28.b-suwret),

— 4 diagonali bar bolip, olar bir nogatta kesilisedi ham kesilisiw
nogatinda ten ekige bdlinedi (28.c-suwret),

— diagonallarinin kesilisiw noqati, onin simmetriya orayr  boladi
(28.c- stwret).

Tuwr1 parallelepipedtin  simmetriya kosheri (28.d-sawret) ham
simmetriya tegisligi bar (28.e-sawret).
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Ultanlar1 tuwri tortmuyeshlikten ibarat bolgan tuwri parallelepiped
tuwrt muyeshli parallelepiped dep ataladi (29-sawret).

Aniq bolganinday, tuwrt muayeshli parallelepipedtin barliq jaqlari
tuwr1 tortmuyeshliklerden ibarat boladi.
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Tuwrimuyeshli parallelepipedtin Gsh simmetriya kosheri (30-stwret)
ham tsh simmetriya tegisligi bar (31-suwret).

Tuwrimuyeshli parallelepipedtin bir tobesinen shigiwshi ush gabirgasinin
uzinliglari, onin é/shemleri dep ataladi.

Qasiyeti: Tuwrimuyeshli parallelepipedtin d diagonalinin kvadrati onin
Olshemleri: a, b ham c nin kvadratlarinin qosindisina ten (32-suwret):
d*=a*+b*+ %

Olshemleri teni bolgan tuwrimuyeshli parallelepiped kub dep ataladi.
Bizge malim, kubtin barliq jaqlar1 ten kvadratlardan ibarat boladi. Kub bir
simmetriya orayina, 9 simmetriya kosherine ham 9 simmetriya tegisligine
1ye.

Jogarida, prizmalardin bir gatar gasiyetlerin sanap otken edik. Olardin
bazilarin 10-klasta dalillegen edik. Qalgan qasiyetlerinin dalili salistirmali
apiway1 bolganlig1 ushin, olardi 6z betinizshe dalillew ushin qaldirdiq.

6.3. Prizmamin gaptal ham tohq beti
33-sawrette ABCDEA,B,C,D,\E, prizmanin HH, ham DD, biyiklikleri
koérsetilgen. Bizge malim, duris prizmanin biyikligi, onin gaptal qabirgasina

ten boladi.
33 4, B,
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Prizmanin gaptal beti ( yamasa gaptal betinin maydani) onin qaptal
jaglart maydanlarinin qosindisina ten, al to/iq beti qaptal beti ham eki ultan

maydanlariin qosindisina ten. 8,4, =S, 4w 28 uiian+

Teorema. Tuwr prizmanm qaptal beti, ultaninin perimetri menen
biyikliginin kobeymesine ten:
S,

qaptal =

P

ultan

- h.

Dualillew. Berilgen prizmanin biyikligi 4, ultaninin perimetri
P=AB+ BC+ ... + KA bolsin (34-suwret). Bizge belgili, tuwr1 prizmanin



har bir jag1 tuwr1 tértmuyeshliklerden ibarat. Bul tuwr1 tortmuyeshliklerdin
ultan1 prizmanin saykes tareplerine, al biyikligi prizmanin biyikligine ten.
Demek, S,,,,=AB - h+ BC - h+.+ KA - h=(AB+ BC + ... KA)-h =P- h.[ ]

qaptal

Teorema. Qalegen prizmanin qaptal beti, onin perpendikulyar kesiminin
perimetri menen gaptal gabirgasi uzinliglarinin kébeymesine ten:

S yupiar = P L.

Dalillew. Perpendikulyar kesimnin perimetri P ga ten bolsin (35-sawret).
Kesim prizmani eki bélekke ajiratadi (36.a-suwret). Bul bdleklerdin birin
alip, prizma ultanlarin ustpe-ust tisetugin etip parallel koshiremiz. Natiyjede
jana tuwri prizma payda boladi (36.b-sawret). Bizge mélim, bul prizmanin
gaptal beti, berilgen prizmanin qgaptal betine ten. Onin ultan1 berilgen
perpendikulyar kesimnen ibarat bolip, qaptal qabirgasi / ge ten boladi.

Demek, joqarida dalillengen teorema boymsha: S, = P - /[ ]
b) 4, G,

B,
B=B,
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@ Temaga baylanish maseleler ham ameliy tapsirmalar

174. Tetraedrdin bir jagininh maydani1 6 cm? bolsa, onin toliq betin tabin.
175. Oktaedrdin bir jagimin maydani 5,5 cm? bolsa, onin toliq betin tabin.
176. Dodekaedrdin bir jaginin maydani 6,4 cm? bolsa, onin toliq betin tabin.

177. Kubtin toliq betinin maydani 105,84 ¢cm? bolsa, onin  har bir jaginin
maydanin ham gabirgasinin uziligin tabin.

178. Oktaedrdin toliq betinin maydani32+/3 cm? bolsa, omii hér bir jaginin
maydanin hdm qabirgasinin uzinligin tabin.

179. Tuwrimuyeshli parallelepipedtin ultaninin tarepleri 7:24 qatnasta, diagonalliq
kesiminin maydani1 50 dm? qa ten. Qaptal betinin maydanin tabin.

180*.Tuwr parallelepipedtin qaptal gabirgasi 1 m ge, ultanlarinin tarepleri

(=)




23 m ham 11 m ge ten. Ultan diagonallariin qatnasi 2:3. Diagonalliq
kesimlerinin maydanin tabin.

181. Tuwrn parallelepiped ultanmin tarepleri 3 cm ham 5 cm, ultan
diagonallarinin biri 4 cm ge ten. Parallelepipedtin kishi diagonallarinin
biriultan tegisligimenen 60° i mayesh payda etedi. Onin diagonallarinin
uzinligin tabin.

182. Tuwn parallelepipedtin qaptal gabirgasi 5 m, ultaninin tarepleri 6 m
ham 8 m, ultan diagonallarin biri 12 m ge ten. Parallelepipedtin
diagonallarin tabin.

183*. Ushmuyeshli duris prizmanin qabirgasi 3 ke tefi. Ultanmin tarepi ham
kosherdin ortasi arqali tegislik jurgizilgen. Kesimnin maydanin tabin.

184. Ushmuyeshli tuwri prizmanin biyikligi 50 cm, ultaninin tarepleri 40
cm, 13 cm hdm 37 cm. Prizmanin toliq betin tabin.

v Sy d=

| N
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185*.37-suwrette korsetilgen birlik kubtan ultaninin tarepi 0,5 ke, qaptal
qabirgasi 1 ge ten bolgan duris tértmuyeshli prizma oyip alindi. Kubtin
qalgan boéleginin toliq betinin maydanin esaplan.

186. Eger kubtin gqabirgasi 1 birlik arttirilsa, onin toliq beti 54 birlikke artadi.
Kubtin gabirgasin tabin (38-stwret).

187. ABCC,B A, qiya prizmamin ultam1 ABC ten qaptalli tUshmuyeshlik
bolip, bunda AB=4AC=10 cm hdm BC=12 cm. 4, tébesi A, B ham C
tobelerinen tendey araliqta jatadi hdm de A4, kesindisi 13 cm ge ten.
Prizmanin toliq betin tabin.

188. Duris tértmuyeshli prizmanin gaptal beti 160 qa, toliq beti 210 ga ten.
Prizmanin ultan diagonalin tabin.

189. Ushmuyeshli qiya prizmanin gaptal qabirgalari jatqan parallel tuwri
siziglar arasindagi araliq 2 cm, 3 cm ham 4 cm, al gaptal qabirgasi 5
cm ge ten. Prizmanin qaptal betin tabin.

190. Kub qgabirgalar1 uzinliglarimin qosindis1 96 ga ten. Onin qaptal betin
tabin.



191. 39-suwretlerde korsetilgen kopjaqlilardin toliq betin esaplan (barliq
ekijaqli muyeshleri tuwrimuyeshler).
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192. 40-suwretlerde korsetilgen kopjaqlilardin toliq betin esaplan (barliq
ekijagl muyeshleri tuwrimuyeshler).
4a b) ) d)
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193. Altimayeshli duris prizmanin qaptal gqabirgast 8§ cm, ultaninin tarepi 3
cm. Prizmanin barliq qabirgalar uzinliglarinin qosindisin tabin.

194. Tortmuyeshli duris prizma ultaninin tarepi 6 cm, prizmanin biyikligi 5
cm. Onin diagonalliq kesiminin maydanin tabin.

195. Ushmuyeshli duris prizma ultaninifi tarepi 6 cm, gaptal qabirgas 12
cm. Prizmanin qaptal betinin maydanin tabin.

196. 41-sawretlerde kdrsetilgen kdpjaqlilardin toliq betin esaplan (barliq
ekijaqli muyeshleri tuwrimuyeshler).

197. 42-sawretlerde korsetilgen kdpjaqlilardin toliq betin esaplan (barliq
ekijaqli muyeshleri tuwrimuyeshler).

198*.43-sawrettegi Gy ultaninifi 6lshemleri 6 m ham 8 m. Uydin bastirma
tobesi ultanma 45° li muayesh astinda qiyalangan. Uy tobesi betinin
maydanin tabin.
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199. Parallelepipedtin bir tobesinen shigiwshi qabirgalari, saykes turde, 6
cm, 8 cm ham 12 cm. Parallelepipedtin barliq qabirgalar1 uzunlhqlarinin
qosindisin tabin.

200. Parallelepipedtin bir uliwma tobesine iye jaqlarinin maydanlari 6 cm?,
12 cm? ham 16 cm?. Parallelepipedtin toliq betinin maydanin tabin.

201*.Qabirgas1 3 cm ge ten bolgan kubtin har bir jaginan kese kesimi —
ultan1 1 cm ge ten kvadrat formasindagi tesikler oyilgan (44- suwret).
Kubtin galgan boleginin toliq betininh maydanin tabin.

202*.Futbol tobmin beti gabirgalar1 5 cm ge ten bolgan 12 duris besmuyeshlik
ham 20 duris altimuyeshlikten ibarat (45-sawret). Futbol tobinin toliq
betin tabin. Top kvadrat santimetri 60 swm turatugin teriden islengen
ham onin 10 procenti tigiske ham brakqga shigiwi belgili bolsa, topga
jumsalgan terinin bahasin tabin.



7. PRIZMANIN KOLEMI

7.1. Kélem tusinigi
Kenislikte geometriyaliq denege tan bolgan gasiyetlerden biri, bul kélem

tasinigi bolip esaplanadi. Har ganday predmet (dene) kenisliktin ganday da bir
bdlegin iyeleydi. Maselen, gerbish shirpinin qutisina qaraganda tlkenirek orindi
iyeleydi. Bul béleklerdi 6z ara salistirw ushin da kélem tusinigi qabil etiledi.

Kolem —kenisliktegi denenin tdémendegi gésiyetlerge iye bolgan mugdarl
(sanl1) korsetkishi bolip esaplanadi:

1. Har ganday dene on sanlarda anlatiwshi turaqli kélemge iye.

2. Tendey denelerdin kolemi de ten.

3. Eger dene bir neshe bdlekke bdlingen bolsa, onin kélemi bolekleri
kélemlerinin qosindisina ten.

4. Qabirgasi bir birlik uzinligqa ten kubtin koélemi birge ten.

Kélem — uzinlig ham maydan siyaqli sanli 6lshemlerdin biri bolip
esaplanadi. Uzinliq 6lshem birliginin tanlap alimiwina qarap birlik (qabirgasi
birlik uzinlhiqqa iye) kub tin kélemi 1 cm?, 1 dm?, 1 m* ham tb. kdlem
birlikleri menen 6lshenedi.

Deneler kolemi turli usillar menen oOlshenedi yamasa esaplanadi.
Maselen, kishirek detaldin kélemin bdlinbelerge (shkalaga) iye bolgan 1dis
(menzurka) jardeminde dlshew mumkin (46-stiwret). Al, shelektin kolemin
birlik kélemge iye bolgan 1dis jdrdeminde suw quyip, toltirtw menen 6lshew
mumkin (47-sawret). Lekin, barliq denelerdin de kélemin bunday usil menen
6lshep bolmaydi. Bunday jagdaylarda kélem turli usillar menen esaplanadi.
Toémende usi usillar hagqinda toqtap 6temiz ham olardin bazilarin dalillewsiz
keltiremiz.
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7.2. Parallelepipedtin kolemi
Teorema. Tuwr1 muyeshli parallelepipedtin kélemi, onin Gsh élshem-
leri kébeymesine ten (48- suwret): V=a-b-c
Natiyje. Tuwrt muyeshli parallelepipedtin kélemi ultaninin maydani
menen biyikliginin kdbeymesine ten.(49-sawret): V=S *h.
Teorema. Qalegen parallelepipedtin kolemi, ultanininh maydani menen
biyikliginin kobeymesine ten (50-stiwret): V=§-h.
Usiqgasiyetjoqaridaginatiyjeden kelip shigadi. 50-suwrette berilgen
parallelepiped qalay etip tuwri muyeshli parallelepipedke toltiriliwi
suwretlengen. Usidan paydalanip, bul qasiyetti 6z betinizshe dalillen.

a

) b
1B1
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7.3. Prizmanin kolemi

Teorema. Tuwr prizmanin kolemi ultanininh maydani menen biyikligi-
nin kébeymesine ten (51-suwret): V=S-h.

Ddalillew. 1-jagday. Ultan1 tuwrimuayeshli ashmuyeshlikten ibarat tuwri
prizma berilgen bolsin (51.a-siwret). Bul prizmani ogan ten bolgan
prizma menen tuwrimuyeshli paralelepipedke shekem toltirrw mumkin
(51.b- suwret).

Berilgen prizmanin kolemi, ultaninin maydani hdm biyikligi, saykes tirde
V; S ham A bolsa, payda bolgan tuwrimuyeshli parallelepipedtin kolemi,
ultaninin maydani hdm biyikligi, saykes tarde 2V, 2§ hadm 4 boladi.
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Demek, 2V=2S - h yamasa V=S - h bolad1.

2-jagday. Qélegen tuwr1 n-muyeshli prizma berilgen bolip, onin ultaninin
maydan1 S, biyikligi ~# ga ten bolsin. Prizmanin ultan1 — n-muyeshliktin
diagonallar1 menen ushmuyeshliklerge, al ishmuyeshliklerdin har qaysisin
tuwrimuyeshli ushmuyeshliklerge boliw mumkin (52-sawret). Natiyjede,
berilgen prizmani shekli sandagi ultan1 tuwrimuyeshli ishmuyeshliklerden
ibarat tuwri prizmalarga ajirattw mimkinligin aniqlaymiz. Bul prizmalardin
biyikligi 4 qa ten bolip, olardin ultanlarinin qosindisi berilgen prizma
maydanina ten boladi: § = §,+ S,+...+S,.

Berilgen prizmanimn koélemi, on1 payda etiwshi ushmuyeshli prizmalar
kolemlerinin qosindisinan ibarat boladi:

V=S8h+Sh+..+S h=(S,+S,+..+S)h = S - h, yamasa V = S - h.[]
Teorema. Iqtiyarli prizmamin kélemi, ultanmin maydani menen
biyikliginin kobeymesine ten: V=S§":h.

Bul teoreman1 5.3-stwretten paydalanip, aldin tishmuyeshli prizma ushin
(5.3.a-suwret), son galegen prizma ushin (5.3.b-sawret) 6z betinizshe dalillen.
B

I- masele. Tuwri parallelepiped ultaninin tarepleri ¢ ham b ga ten bolip,
olar 6z ara 30° I muyesh payda etedi. Eger parallelepipedtin qaptal betinin
maydani1 S ke ten bolsa, onin kélemin tabin.

()



Sheshiliwi: Parallelepipedtin biyikligin /# penen belgileymiz (54-suwret).

Onda shart boyinsha: i
S = (2a+2b) h yamasa S |
= ) |
2(a+b) :
S —absin30°=92. P |
asos 2 :
[
il '
V = Smm h= a_b S = ab$ . /300
o 2 2(a+b) 4(a+b) A

b
@ Temaga baylanish maseleler ham ameliy tapsirmalar

203. 55-sawrette korsetilgen kopjaqlilardin kélemin tabin.
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204. 56-sawrette berilgen jayilmaga garap jasalgan 1distin kélemin tabin.
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205%*. 57-suwret boyisha masele duzin ham oni sheshin.
206. 58-suwrette keltirilgen dene 88 birlik kishi kublardan jasalgan. Denenin

toliq betin tabin.

207. Tuwrimuyeshli parallelepipedtin jaginin maydani 12 ge hédm ogan
perpendikulyar bolgan gabirga uzinligi 12 ge ten. Parallelepipedtin
koélemin tabin.

208. 59-suwrette korsetilgen kenisliktegi figuralardan qaysilarinin kolemi
ulken, yagniy kobirek kishi kublardan jasalgan?

b)

209. Tawrimuyeshli parallelepipedtin kélemi 24 ge ten hdm bir qabirgasinin
uzinlig1 3 ke ten. Parallelepipedtin bul gabirgasina perpendikulyar
jaginin maydanin tabin.

210. Tuwrimuyeshli parallelepipedtin kdlemi 60 ga ten ham jaglarinan birinin
maydani 12 ge ten. Parallelepipedtin bul jagina perpendikulyar bolgan
gabirgasinin uzinligin tabin.

211. Tuwrimuyeshli parallelepipedtin bir tobesinen shigiwshiish gabirgasinin
uzinhglar1 4, 6 ham 9 ga ten. Ogan ten bolgan kubtin qabirgasin tabin.

212. Kubtin toliq betinin maydani 18 ge ten bolsa, onin diagonalin tabin.

213. Kubtin kolemi 8 ge ten bolsa, onin toliq betinin maydanin tabin.

214. Eger kubtin gabirgalar1 1 birlik arttirilsa, onin kélemi 19 birlikke artada.
Kubtin gabirgasin tabin.

215. Kubtin toliq betinin maydani 24 ke ten. Onin kélemin tabin.

(165)



216. Kubtin diagonali v12 ge ten bolsa, oniii kélemin tabin.

217. Kubtif kolemi 24+/3 ke ten bolsa, onia diagonalin tabin.

218. Birinshi kubtin kolemi ekinshisinen 8 ese ulken. Birinshi kubtin toliq
betinin maydani ekinshisinen neshe ese ulken?

219. Qabirgasi 30 cm bolgan kub formasindagi idisqa (sisternaga) neshe litr
suw ketedi?

220. Tuwrimuyeshli parallelepipedtin bir tobesinen shigiwshi qabirgalari
2 ham 6 ga ten. Tawrimuyeshli parallelepipedtin kélemi 48 ge ten.
Parallelepipedtin us1 tobesinen shigiwshi ushinshi gabirgasin tabin.

221. Tawri parallelepiped ultaninin tareplerinin uzinhgr 242 cm ham 5
cm, olar arasindagr muyesh 45° qa ten. Eger parallelepipedtin kishi
diagonali 7 cm ge ten bolsa, onin kolemin tabin.

222*Tuwr parallelepiped ultaninin @ ham b tarepleri 6z ara 30° I miyesh
payda etedi. Toliq beti S ke ten. Onin kolemin tabin.

223. Tuwr1 muyeshli parallelepipedtin 6lshemleri 15 m, 50 m ham 36 m.
Ogan ten bolgan kubtin gabirgasin tabin.

224. Ushmuyeshli tuwri prizma ultaniin tarepleri 29, 25 ham 6 ga, al
qabirgasi ultaninin tlken biyikligine ten. Prizmanin koélemin tabin.

225. 39-suwretlerde korsetilgen kopjaqlilardin kélemin esaplan (barliq eki
jaglt mayeshler tuwr1 muyeshler).

226. 40-suwretlerde korsetilgen kopjaqlilardin kolemin esaplan (barliq eki
jaglt mayeshler tuwr1 muyeshler).

227. Tuwr parallelepipedtin ultaninin maydani 1 m? bolgan rombtan ibarat.
Diagonalliq kesimlerinin maydani saykes tirde, 3 m? ham 6 m?*.
Parallelepipedtin kélemin tabin.

228. 41-suwretlerde korsetilgen kopjaqlilardin kélemin esaplan (barliq eki
jagli mayeshler tuwr1 muyeshler).

229. 42-suwretlerde korsetilgen kdpjaqglilardin kolemin esaplan (barliq eki
jaglt mayeshler tuwr1 muyeshler).

230. Kenligi 3 m ham uzinligi 20 m bolgan jolga galinlg1 10 cm bolgan
asfalt qatlami jatqizildi. Jol ushin qansha kélemdegi asfalt jumsaldi?

231*. Quya parallelepipedtin ultan1 — tarepi 1 m ge ten bolgan kvadrattan
ibarat. Qaptal gqabirgalarinin biri 2 m ge ten ham ol 6zi menen tutasqan
ultan tarepleri menen 60° I1 muyesh payda etedi. Parallelepipedtin
kélemin tabin.

232* Parallelepipedtin qabirgalar1 — tarepi a ga ten ham styir miyeshi 60°
bolgan romblardan ibarat. Parallelepipedtin kolemin tabin.

233. Parallelepipedtin har bir gabirgasi 1 cm ge ten. Parallelepipedtin



bir tobesindegi ush tegis muyeshi suyir bolip, har biri 2a ga ten.
Parallelepipedtin kolemin tabin.

234* Parallelepipedtin bir tébesinen shigiwshi Gsh gabirgasinin uzinliglar
a, b, ¢ ga ten. a ham b qabirgalar1 6z ara perpendikulyar, ¢ qabirgasi
olardin hér biri menen o muyesh jasaydi. Parallelepipedtin kolemin
tabin (60-suwret).

235, a) Ushmuyeshli; b) tortmayeshli; c) altimuyeshli duris prizma ultaninin
tarepi @ ham qaptal qabirgasi b boyinsha kolemin tabin.

236. Tuwn parallelepiped ultaninin tarepleri a cm ham b cm ge ten bolip,
olar 6z ara o muyesh jasaydi. Parallelepipedtin kishi diagonali d ga ten
bolsa, onin kélemin tabin.

237. Ushmuyeshli qiya prizmanin qaptal gabirgalar1 15 m ge, olar arasindag:
araliq 26 m, 25 hdml 7 m ge ten. Prizmanin kdélemin tabin.

238. Tortmuyeshli duris prizmanin diagonali 3,5 cm ge, qaptal jagimin
diagonali 2,5 cm ge ten. Prizmanin kélemin tabin.

239. Ushmuyeshli duris prizma ultaninin tarepi a ga, al qaptal beti ultanlar:
maydanlarinin qosindisina ten. Onin kélemin tabin.

240. Altimuyeshli duris prizmada en ulken diagonalliq kesimnin maydani
4 m? ga, eki qarama-qarsi qaptal gqabirgalar1 arasindagi aralig 2 m ge
ten. Prizmanin kolemin tabin.

241*.Jeti marte kir juwilgannan keyin sabinnin 6lshemleri eki ese kemeydi
(61-suawret). Eger har kir juwganda birdey kdlemdegi sabin sarip
etilgeni malim bolsa, sabin jane neshe marte kir juwiwga jetedi?

242*.Quya prizmada qaptal qabirgalarina perpendikulyar ham barliq qaptal
gabirgalarin kesip otetugin tegislik jurgizilgen. Payda bolgan kesimnin
maydant Q, qaptal qabirgasi / ge ten bolsa, prizmanin kélemin tabin
(62-sawret).

243. Ushmuyeshli tuwri prizma ultaninin tarepleri 4 cm, 5 cm, 7 cm
ge, al gaptal gabirgasi ultaninin tlken biyikligine ten. Prizmanin
kolemin tabin.

244, 63-suawretlerde korsetilgen kopjaqlilardin kolemin esaplan.
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245, Ushmuyeshli tuwri prizma ultaninin maydani 4 cm? qa, qaptal jaqlarimin
maydanlar1 9 cm?, 10 cm?, 17 cm? ga ten bolsa, onin kolemin tabin.

246*.Prizmanin ultan1 ten qaptalli tshmuyeshlik bolip, onin bir tarepi 2
cm, qalgan eki tarepi 3 cm ge ten. Prizmanin qaptal qabirgasi 4 cm ge
ten ham ol ultan tegisligi menen 45° muyesh jasaydi. Bul prizmaga
ten bolgan kubtin gabirgasin tabin.

247. Quya prizma ultaninin tarepi a ga teni bolgan ten tarepli ishmuyeshlik.
Qaptal qabirgalardan biri ultanina perpendikulyar ham kishi diagonali
s ge ten bolgan rombdan ibarat. Prizmanin kolemin tabin.

248. Eger tortmuyeshli tuwri prizmanin biyikligi 4, diagonallari ultan tegisligi
menen oo ham B muyeshler payda etedi. Eger ultaninin diagonallar
arasindagi muyesh y ga ten bolsa, prizmanin kolemin tabin.

249* Kesimi ultani 1,4 m hdm biyikligi 1,2 m bolgan ten qaptalli ushmuyesh-
lik formasindagi suw shigariwshi trubanin suw otkizgish quwatin
(Isaatta agip otetugin suw kélemi) esaplan. Suwdin agis tezligi 2 m/s.

250*.Temir jol astindagi topiraq uyindisi trapeciya formasinda bolip,
onin tdémengi ultant 14 m, jogarg ultan1 8 m ham biyikligi 3,2 m.
1 km topiraq tyindisin quriw ushin, qansha kub metr topiraq kerek
bolad1?

251*.Térepi 3,2 cm hadm qalinligr 0,7 cm bolgan duris segizmuyeshlik
formasindagi agash plitkasinin massast 17,3 g. Agashtin tigizligin
tabin.




252. Olshemleri 30x40x50 (cm) bolgan tuwrimuyeshli parallelepiped
formasindagi qutidan qanshasin, 6lshemleri 2x3x1,5 m bolgan mashina
kuzovina jaylastiriw mimkin?

253*.Olshemleri 420 mm x 240 mm x 90 mm bolgan tuwrimuyeshli pa-
rallelepiped formasindagi, tigizligi 7,8 g/cm?® bolgan polat plitalardin
qanshasin, juk kéteriw quwati 3 t bolgan juk mashinasinda tastw mim-
kin?

254. Olshemleri 250 mm x 120 mm x 65 mm bolgan tuwrimuyeshli pa-
rallelepiped formasindagi, tigizligi 1,6 g/cm’® bolgan gerbishtin
qanshasin, juk koteriw quwati 3 t bolgan juk mashinasina juklew mim-
kin?

255* Olshemleri 820 mm x 210 mm x 120 mm bolgan tuwrimuyeshli paral-
lelepiped formasindagi, tigizligr 7,3 g/cm® bolgan shoyin plitani juk
koteriw quwatt 2 t bolgan kdterme kran jardeminde koteriw mimkin
be?

256. Boy1 105 m ham kese kesimi 6lshemleri 30 cm x 40 cm bolgan tuwr1
tértmuyeshlikten ibarat agashtan, boy1 3,5 m, eni 20 cm hdm galinlig
20 mm bolgan gansha taxtay bolegi shigadi?

257. Gerbishtin 6lshemleri 25 x 12 x 6,5 (cm). Eger 1 m® koélemdegi
gerbishtin massasi 1700 kg bolsa, bir dana gerbishtin massasin gramm-
larda aniglan.

258. Sanitariya normalar1 boyinsha, klastagi har bir oqiwshiga 7,5 m* hawa
tuwri keledi. Eger klass bélmesinin biyikligi 3,5 m ham ol 28 oqiwshiga
molsherlengen bolsa, klass bolmesinin maydanin tabin.

259*.Boy1 100 m, eni 10 m bolgan tuwr1 tortmuyeshlik formasindagi jerdin
qalinligt 5 cm bolgan asfalt penen qaplaw kerek. Eger 1 m’ kdlem-
degi asfalttin massasi 2,4 tonna ham bir juk mashinasinin juk kéteriw
quwati 5 tonna bolsa, bul jerdi asfaltlaw ushin neshe mashina asfalt
kerek bolad1?

260*.Olshemleri 3 cm, 4 cm, 5 cm bolgan, tuwrimuyeshli parallelepiped
formasindagi temir bolegine stanokta islew berildi. Bul jagdayda onin
har bir qabirgasi birdey kemeyip, toliq beti 42 cm? qa kemeygeni malim
boldi. Bul temir boleginin kélemi islew berilgeninen keyin gansha
boladi?

261*.64.a-suwrette shoym truba kesimi korsetilgen. Stwrette berilgen
magliwmatlar tiykarinda, bir metr uzinliqtagi bunday trubanin massasin
aniglan (shoyinnmin tigizligr — 7,3 g/cm?).

262. Olshemleri 64.b-suwrette berilgen altin plitkanin massast 12,36 kg
bolsa, onin tigizligin aniglan.
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263*.Kanaldin kese kesimi ultanlar1 10 m, 6 m ham biyikligi 2 m bolgan
ten gaptalli trapeciyadan ibarat (65-siwret). Suwdin agis tezligi 1 m/s
bolsa, bir minutta bul kanaldan qansha koélemdegi suw agip otedi?
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264*.Qabirgast 6 cm ge ten bolgan, mistan islengen kubtin har bir
jagman kese kesimi — ultam1 2 cm ge ten kvadrat formasindagi
tesikler oyilgan (66-siwret). Eger mustin salistrma tigizlig
0,9 g/cm? bolsa, kubtin qalgan bdleginin massasin tabin.

265. Tuwrt muyeshli parallelepiped formasindagi metall blok ultaninin
Olshemleri 7 cm ham 5 cm. Bloktin massasi 1285 g ham metaldin
tig1zlig1 7,5 g/cm’ bolsa, bloktin biyikligin tabin.

266. 67-suwrette berilgen magliwmatlar tiykarinda garajdin kolemin

tabin.
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267. Gul 6siriletugin ulken tabek terenligi 2 fut, kenligi 12 fut hdm uzinhig
15 fut bolgan tuwrimuyeshli parallelepiped formasinda. Tubektin
kolemin tabin ham kub metrlerde anlatin (1 fut = 30,48 cm).

268. Juk saglanatugin goyma 68-suwrette korsetilgen trapeciyali
prizma formasinda. Suwrette berilgen maglhiwmatlar tiykarinda



goymanin styimliligin tabin.

269*. 69-stwrette qutinin olshemleri berilgen. Qutinin ultanlarinin 1 kvadrat
metri 1000 swm, gaptal qabirgalarinin 1 kvadrat metri 2000 swm bolgan
materialdan islengen. Qutini jasawda neshe swmliq material ketken?

270. Kubtin kélemi V' ga ten bolsa, onin diagonalin tabin.

271. Ulken tuwrimayeshli parallelepipedten 70-sawrette korsetilgendey
etip kishi tuwri muyeshli parallelepiped qirqip alingan. Berilgen
magliwmatlar tiykarinda, payda bolgan denenin kolemin tabin.

272. T1-sawrette korsetilgen piramida kolemin tabin.

@

273*.72-sawrette korsetilgen tuwrimuyeshli parallelepiped formasindagi
akvariumda qansha suw bar?
274* Tuwrimuyeshli parallelipiped formasindagi birdey akvariumlarga

73-suwrette korsetilgendey, har qiyli gaddide suw quyilgan.Bul
akvariumlarga quyilgan suw kolemlerinin qatnasi: qanday boladi1?

b) c)

2xcm
275%. Izertlew. Karxana styimliligr 1 litr, ultan élshemlerinin qatnasi 1:2

bolgan tuwrimuyeshli parallelepiped formasindagi usti ashiq qutilardi
islep shigarmaqgshi (74-stwret). Qutin1 unemli islep shigariw, yagniy
ogan ketetugin material en az boliw1 ushin onin 6lshemleri qanday
boliw1 kerek? (x ke tarli ménisler berip, qutinin kélemin tabin ham
olardi salistirtw menen sheshiwge urinip kérin yamasa differencial
esap imkaniyatlarinan paydalanin.)



276*. Mashqalah jagday. Geologlar tas tawip aldi ham onin kolemin
shama menen bolsa da aniqlamagshi boldi. Olar kol janinda turiptt ham
olardin 1gtiyarinda tas siyatugin tilken metall bak, bir neshe styimliligi
belgisiz shelekler hdm siyimliligr 1 litr 1dis bar. Geologlar bul jumaisti
qalay orinlay alad1?

8. CILINDRDIN BETI HAM KOLEMI
8.1. Cilindrdin beti
Kenisliktegi figuralardin jane dhmiyetli tareplerinin biri — bul aylaniw
deneleri bolip esaplanadi. Cilindr aylaniw denelerinen biri bolip, onii menen
tomengi klaslarda tanisqansiz. Cilindrdin gasiyetleri prizmanin gésiyetlerine
ugsas bolganlig1 ushin, olardi izbe-iz uyrenemiz.

Tuwr tortmuyeshlikti bir tarepi dogereginde aylandiriwdan kelip
shiqqan dene cilindr ( tuwr1 dongelekli cilindr) dep ataladi (75-stwret).
Bul aylaniwda tuwn tartmuyeshliktin bir tarepi qozgaliwsiz qaladi. Oni
cilindrdin  kosheri dep ataymiz. Tortmuyeshliktin bul tarepine qarama
qarsi jatqan tarepinin aylaniwinan payda bolgan bet — cilindrdin qaptal beti,
al tareptin 6zi cilindrdin jasawshist dep ataladi. Tuwn tortmuyeshliktin
qalgan tarepleri bul aylaniwda tendey eki dongelek payda etedi, olardi
cilindrdin ultanlar: dep ataymiz (76-sawret).

@ m-— ultant

— jasawshisi

™ qaptal beti

Esletpe. Tuwr tértmuyeshlikti bir tarepi dogereginde aylandirtwdan
kelip shiqqan dene, negizinde tuwri dongelekli cilindr dep jaritiledi. Al,
cilindr tusinigi ken maniste tomendegishe kirgiziledi.

Aytayiq, kenislikte tegis F', figurasi bazi bir parallel koshiriwde F, figuraga
otsin. Bul eki figura ham usi parallel koshiriwde bir-birine 6tken noqatlarin
tutastirtwshi kesindilerden ibarat dene cilindr dep ataladi (77-suwret).



Eger parallel koshiriw, tegis F, figura tegisligine perpendikulyar
bolsa, cilindr tuwri cilindr (78.a-suwret) dep, keri jagdayda quya cilindr
(78.b-suwret) dep juritiledi.

78.c-suwrette korsetilgen Piza minarasi qiya cilindr formasinda.

P TR

W

c =~ AT1~
RNES) 01D

P, X! Yy Z' A, B'(’

Eger F, figuras1 dongelekten ibarat bolsa, cilindr dongelekli cilindr
dep ataladi.
Tuwr1dongelekli cilindr gana aylaniw denesi boladi. Endi tuwri1donge-
lekli cilindrler menen tanisip baramiz ham olardi qisqasha cilindrler dep
ataymiz.

Cilindrdin ultanlar 6z ara ten dongeleklerden ibarat bolip, olar parallel
tegisliklerde jatadi. Cilindrdin bir ultan1 noqatinan ekinshi ultan tegisligine
tusirilgen perpendikulyar onin biyikligi dep ataladi.

Bul parallel tegislikler arasindagi araliq cilindrdin biyikligine teni boladi.
Cilindrdin kosheri, onin biyikligi bolip esaplanadi.

Cilindrdin jasawshilar1 6z ara parallel hdm ten boladi. Sonday-aq, cilindr
koshert, jasawshilart ham biyikliginif uzinhqlar: 6z ara ten boladi.

Cilindrdi onin kdsherine parallel tegislik penen keskende, payda bolgan
kesim tuwr tértmuyeshlikten ibarat boladi (79.a-stwret). Onin eki tarepi
cilindrdin jasawshilari, qalgan eki tarepi saykes tarde ultanlarinin parallel
xordalar1 boladu.

(%)



Atap aytqanda, kosherlik kesimi de tuwri tértmuyeshlik boladi. Ol
cilindrdin kosheri arqali 6tken tegislik penen keskende payda bolatugin
kesim esaplanadi (79.b-suwret).

Kosherlik kesimlerinin diagonallari, ultanlarinin oraylarin tutastiriwshi
kesindinin ortas1 Q noqattan otedi. Sonin ushin, bul Q0 noqat cilindrdin sim-
metriya orayinan ibarat boladi (79.c-stwret).

QO nogqattan o6tiwshi ham cilindr kosherine perpendikulyar bolgan
tegislik, cilindrdin simmetriya tegisliginen ibarat boladi (80-suwret).
Cilindrdin kosherinen 6tiwshi tegislikler de onin simmetriya tegislikleri
bolad1 (81-suwret).
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I-masele. Cilindr kosherlik kesiminin maydani Q ga ten bolgan kvadrattan

ibarat. Cilindr ultaninin maydanin tabin.
Sheshiliwi. Kvadrattin tzirepi\/é ga ten. Ol cilindr ultaninin diametrine
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ten. Onda cilindr ultaninif maydani: S = nr* = n[@} = % ga ten. L]

Teorema. Cilindrdin gaptal beti, ultan shenberinin uzinligit menen
jasawshisinin kébeymesine ten: S,on = 2mrl.

Us1 teoremani tomendegi 82-stuwret tiykarinda 6z betinizshe dalillen.




Natiyje. Cilindrdin toliq beti, onin qaptal beti menen eki ultan

maydanlarinin qosindisina ten: Stoig= S gaptar 2S uitan
S,

woig= 2rl + 21’ = 2mr (1 +r ).

Iqtiyarli cilindr berilgen bolsin. Onin ultanlarinin birine ishley 4,4, ...
A, A, kopmuyeshligin sizamiz (83-stiwret). Kdpmuyeshliktin A,
Ay, ..., A, hdm A, tdbeleri arqal, cilindrdin 4,B,, 4,B,, ..., 4, B, ; ham
A B, jasawshilarin jurgizemiz hdm de jasawshinin basqa B, B,, ..., B, ,
ham B, tobelerin izbe-iz kesindiler menen tutastirip shigamiz. Néatiyjede
AA,...A, A, B\B,...B,_ B, prizmani payda etemiz. Bul prizma berilgen
cilindrge ishley sizilgan prizma dep ataladi. Al, cilindr prizmaga sirtlay
sizilgan cilindr dep juaritiledi. Eger prizma cilindrge ishley sizilgan bolsa,
onda prizmanin ultan cilindr ultanina ishley sizilgan boladi ham prizmanin
gaptal qabirgalar cilindr qaptal jaginda jatadi.

yamasa

Bizge malim, eger prizma ultanina sirtlay siziw mimkin bolsa, prizmaga
sirtlay cilindr siziwga da boladi.

Usigan uqsas cilindrge siwrtlay sizilgan prizma ham prizmaga ishley
sizilgan cilindr tusinikleri de kiritiledi (84-sawret). Eger prizma cilindrge
sirtlay s1zilgan bolsa, onda prizmanin ultani cilindr ultanina sirtlay sizilgan
boladi ham prizmanin gaptal jaglar cilindrdin gaptal betine urmadi.

Belgili bolganinday, eger prizma ultanina sirtlay shenber siziw miamkin
bolsa, prizmaga sirtlay cilindr siziw da mamkin.

8.2. Cilindrdin kolemi
Teorema. Cilindrdin kdlemi ultaninin maydani menen jasawshisinin

kébeymesine ten: V=S L
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Dalillew. Kosheri OO, bolgan cilindr berilgen bolsin (85-suwret).
Ogan ishley 4,4, ... 4, A, B|B, ... B, | B, ham sutlay C,C,... C,,C,

()



DD, ... D, D, prizmalardi sizamiz. Cilindr kélemin ¥, ishley ham sirtlay
sizilgan prizmalar kolemin V; ham V, menen belgilesek, onda V, < V' <
V, qostensizligi orinli boladi. Prizmalar kélemi tomendegi formulalar
boyinsha tabiladi:

V= SAlAz Ay 1Ay

Prizmalar ultan tareplerinin san1 » di bargan sayin arttirip baramiz. Onda
ishley s1zilgan prizma kélemi asip baradi, al sirtlay sizilgan prizmanin kélemi
kemeyip baradi. Eger tarepler san1 7 sheksiz artip barsa, bul kdlemler arasindagi
pariq nolge umtiladi. Cilindrge ishley ham sirtlay sizilgan prizmalar kolemi
jaginlagannan son berilgen cilindrdin kolemi sipatinda alinadi.

Bul jagdayda 4,4,..4,,4, ham C,C,...C, ,C, képmuyeshliklerdin

maydant, cilindr ultaninda jatqan dongelek maydani § ke jaqinlasadi.

Demek, V'=_S 1 []

ultan

ham Vo=S8cc,.c,c, !

@ Temaga bavlanish maseleler ham ameliv tapsirmalar

2717. 86-suwrette keltirilgen cilindrlerdin qaptal ham toliq betin tabin.

a) b) 9)
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278. Cilindr ultanimin radius1 6 cm, onin biyikligi 4 cm. Cilindr kdsherlik
kesiminin maydanin esaplan.

279. Cilindr ultanimin radiusit 2 m, biyikligi 3 m. Kdsherlik kesiminin
diagonalin tabin.

280. Cilindr ultaninin maydani 64 © cm? onin biyikligi 8 cm. Cilindr
késherlik kesiminin maydanin esaplan.

281. Cilindrdin kosherlik kesimi — maydan1 Q ga ten bolgan kvadrat. Cilindr
ultaninin maydanin tabin.

282. Cilindrdin koésherlik kesimi maydani 36 cm? bolgan kvadrattan ibarat.
Cilindr gaptal betinin maydanin esaplan.

283. Cilindr kosherlik kesiminin maydani 4 ke ten. Onin qaptal betinin
maydanin tabin.

284. Cilindrdin biyikligi 6 cm, ultaninin radius1 5 cm. Cilindrdin késherine
parallel bolgan hdm onnan 4 cm araliqta jurgizilgen kesimnin maydanin



tabin.

285. Cilindr ultanimin radiust 2 ge, biyikligi 3 ke ten. Cilindrdin qaptal betinin
maydanin tabin.

286. Cilindr ultaninin shenberi uzinlig1 3n ge, biykligi 2 ge ten. Cilindrdin
gaptal betinin maydanin tabin.

287. Cilindr jayilmasinin maydani 24n dm?, cilindrdin biyikligi 4 dm. Onin
ultaninin radiusin tabin.

288. Cilindr ultaniin radius1 5 cm, onin biyikligi 6 cm. Cilindrdin késherlik
kesiminin diagonalin tabin.

289. Cilindrdin biyikligi 8 dm, ultaninin radiust 5 dm. Cilindr tegislik penen
sonday kesilgen, payda bolgan kesindi kvadrattan ibarat. Bul kesimnen
cilindr késherine shekemgi araliqti tabin.

(@
10

10

@

290*.87-sawrette berilgen cilindrdin késherlik kesimine garap, onin gaptal
ham toliq betinin maydanin tabin.

291%.88-suwrette berilgen cilindrdin jayilmasina qarap, onin gaptal ham toliq
betinin maydanin tabin.

20 3

292. Cilindr ultaninin radiust 3 cm, al biyikligi ultan radiusinan 2 cm artiq.
Cilindrdin kélemin esaplan.

293. Cilindrdin kolemi 64 © cm?, biyikligi 4 cm. Cilindr ultaninin maydanin
esaplan.

294*.Cilindr formasindagi idisqa 2000 cm® suw quyilganda, suwdin gaddi
12 cm di payda etti. {disqa detal batirilganda, suw gaddi jane 9 cm ge
koterildi. Detal kdlemin aniglan ham juwapti cm? larda anlatin.

295. Cilindr formasindagi 1disqa 3 litr suw quyilganda, suwdin gaddi 15 cmdi
payda etti (89-stiwret). Idisqa detal batiriliganda, suw gaddi jane 4 cm ge
koterildi. Detal kdlemin aniglan ham juwapti cm? larda anlatin.

296*.Cilindr formasindagi idisqa 4 litr suw quyilganda, suwdin qaddi 20 cm di
payda etti (90-suwret). Idisqa detal batirilganda, suw gaddi jane 5 cm ge
koterildi. Detal kolemin aniglan ham juwapti cm?® larda anlatin.

()



297*.91-sawrette cilindr formasindagi jol tegislewshi qurilmasi korsetilgen.
Sawrette berilgenlerden paydalanip, ol bir marte aylanganda qansha
maydandagi jold tegisleytuginin aniglan.
(Esletpe: 1 ft (fut) = 12 in. (dyuym) = 30,48 cm).

298*%.92-suwrettegi suw sebiwge molsherlengen rezina trubanin ishki
diametri 3 cm, sirtqt diamertt 3,5 cm, uzinlig1 20 m bolsa, ogan neshe
lirt suw ketetugmin tabin. Eger rezinanin tigizlig1 7 g/cm’ ekenligi
malim bolsa, bul rezina truba oraminin massasin tabin.

60 cm—|

220 cm

299*.93-suwrette qaptal beti yarim cilindr formasinda bolgan 1dis berilgen.
Eger 1 cm? maydannin betin boyaw ushin 6 g boyaw talap etilse, bul
1distin ham ishki, ham sirtq1 bélegin boyaw ushin qansha boyaw kerek
bolad1? Idisqa neshe litr suw ketedi?

\ TR



300*.Cilindr formasindagi idislardan biri ekinshisinen eki ese kenirek, lekin
ush ese tomenirek (94-sawret). Bul 1dislardin qaysi birinin styimlilig
ulken?

301*.Ultaninin radiust 5 cm, biyikligi 20 cm bolgan cilindr formasindagi
apelsin sherbeti 1disinin ultanlar1 metalldan, al qaptal beti kartonnan
islengen (95-stwret). Eger 1 cm? metall bahasi 5 swm, 1 ¢cm? karton
bahas1 2 swm bolsa, bul 1dist1 tayarlaw ushin neshe swmliq material
kerek boladi? Idisqa qansha apelsin sherbeti ketedi?

302*.Ultaninin radiust 1,5 dyuym, biyikligi 4,25 dyuym bolgan cilindr
formasindagi konserva bankasi berilgen (96-suwret). Bankanin toliq
beti ham kolemin tabimn. Eger 1 cm? metall bahas1 5 swm bolsa, bul
1dist1 tayarlaw ushin neshe swmliq material kerek boladi?
(Esletpe: 1 in. (dyuym) = 2,54 cm.)

303*.Neft saqlanatugin 1dis (cisterna) biyikligi 16 fut, ultaninin radiust 10
fut bolgan cilindr formasinda. Eger 1 kub fut 7,5 gallonga ten bolsa,
bul cisternanin gallonlardagi styimliligin aniglan. (Esletpe: 1 amerika
gallon1 = 3,785 litr. 1 amerika barelli = 42 amerika gallon1 = 159 litr.)

304*.Fermerdin janilg1r bagi cilindr formasinda. Baktin biyikligi 6 fut,

ultaniin radiusi 1,5 fut. Baktin gellonlardagi styyimliligin aniglan.
305. 97-sawrettegi maghiwmatlardan paydalanip, korsetilgen kenisliktegi
deneler kolemin aniqlan.
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306*.Cilindr formasindagi 1disqa 6 cm® suw quyildi. Idisqa detall toliq
batirilganda, suw qaddi 1,5 ese koteriledi. Detall kdlemin anigqlan hdm
juwabin cm’® larda korsetin.

307*.Cilindr formasindag: 1distagn suwdin qaddi 16 cm. Idisqa ultanimin
diametr1 bul 1disqa qaraganda 2 ese kishi bolgan cilindr formasindagi
ekinshi 1dis batirilganda ondagi suwdin qaddi gansha bolad1?

308. Birinshi cilindr kélemi 12 m?. Ekinshi cilindrdin biyikligi birinshi
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kolemin tabin.
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cilindrge qaraganda 3 ese ulken, al ultaninin radius1 2
ese kishi. Ekinshi cilindrdin kélemin tabin.
309*.Cilindr formasindagi 1dis ekinshisinen 2 ese biyik,

h lekin 1,5 ese kenirek. Bul idislar kolemlerinin gatnasin
esaplan.
h 310. 98-suwrette korsetilgen kenisliktegi figuranin
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312. 100-suwrette korsetilgen cilindr boleginin kélemin tabin.

)

313. Tuwr1 muyeshli parallelepiped ultaninin radius1 hdm biyikligi 1 ge
ten bolgan cilindrge sirtlay sizilgan (101-suwret).Parallelepipedtin

kélemin tabin.
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314. Tuwrimuyeshli parallelepiped ultaninin radius1 4 ke ten bolgan
cilindrge sirtlay sizilgan (102-stwret). Parallelepipedtin kolemi 16 ga
ten bolsa, cilindrdin biyikligin tabin.

315. Tuwri prizmanin ultan1 katetleri 6 ham 8 bolgan tuwrimuyeshli
ushmuyeshlikten ibarat, al qaptal gabirgalar1 5 ke ten (103-suwret).
Bul prizmaga sirtlay sizilgan cilindrdin kélemin tabin.

316. Tuwr1 prizmanin ultani — tarepi 2 ge ten bolgan kvadrattan ibarat, qaptal
qabirgalar1 2 ge ten. Bul prizmaga sirtlay sizilgan cilindr kélemin
tabin.

317. Tortmuyeshli tuwr1 prizma ultaninin radiusi 2 ge ten bolgan cilindrge
sirtlay sizilgan (104-suwret). Prizma qaptal betinin maydani 48 ge ten
bolsa, cilindrdin biyikligin tabin.

©9

318. Duris tértmuyeshli prizma, ultaninin radius1 ham biyikligi 1 ge ten
bolgan cilindrge sirtlay sizilgan (105-siwret). Prizma qaptal betinin
maydanin tabin.

319. Ushmuayeshli duris prizma, ultaninin radiust 3 ke ham biyikligi 2
ge ten bolgan cilindrge sirtlay sizilgan (106-suwret).Prizma qaptal
betinin maydanin tabin.

320. Ushmuiyeshli duris prizma, ultaninin radius1 2+/3 ke ham biyikligi 2 ge
ten bolgan cilindrge ishley sizilgan (107-suwret). Prizma gaptal betinin
maydanin tabin.
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321. Altimuyeshli duris prizma, ultaninin radiust /3 ke ham biyikligi 2
ge ten bolgan cilindrge sirtlay sizilgan (108-sawret). Prizma qaptal
betinin maydanin tabin.

322*. 109-stwrette korsetilgen detaldin kolemin tabin.

323*.Uzinligt 10 m, ultanimin diametri 1 m bolgan cilindr formasindagi
trubanin sirtqr betin 1 mm qalinligtagt boyaw menen boyaw ushin
qansha boyaw kerek boladi1?

324*.110-suwrette korsetilgen shiganaqli trubanin: a) qaptal beti
maydanin; b) kolemin tabin (m= 3 dep alin).

325%*. Shoyin trubanin uzinlig1 2 m, sirtq1 diametri 20 cm. Truba diywalinin
galinligi 2 cm ham shoymnin salistirmali tigizligr 7,5 g/cm® bolsa,
onin massasin tabin.

326*.111-suwretten paydalanip, qiya cilindr ushin § - 2 = Q - / tenlik orinh
boliwin tiykarlan.

327*.112-suwrette korsetilgen cilindr betinin 4 nogatinan B noqatina alip

bariwshi en qisqa joldin uzinligin tabin. (Koérsetpe: cilindr jayilmasian
paydalanin.)




= Taryxiyy maghwmatlar

Y Abiw Rayxan Beruniydin «Astronomiya énerinen

baslangish maghwmat beriwshi kitap» (qisqasha
«Astronomiyay) atli shigarmasinin geometriyaga tiyisli
boliminde stereometriyaga kirisiw ushin kenisliktegi
figuralardin tomendegi tariypleri keltiriledi.

Kub—denelik forma bolip, nardanin zarigine ugsaydi,
alti tarepinen alti kvadrat penen shegaralangan.

Prizma — tolq figura bolip, qaptal tarepinen kvadrat
yvamasa tuwri tortmuyeshlik formasindagr  tegislikler fg o ¥
menen, tomeni ham ustinen eki ushmuyeshlik penen  gp.. Aliy ibn Sina
shegaralangan.

Beruniy bergen bul tariypinde prizmanin jeke jagdayt,
vagniy ushmuyeshli prizmanin tariypi keltirilgen.

Abiw  Rayxan Berunivditi  «Qonuni  Ma sudiy»
kitabt 1037- jili jazilgan bolip, onda parallelepiped,
prizmamn kolemlerin tabiw qagiydalari:  «Eger dene
tortmuyeshli  bolmasa yamasa basqa turde bolsa,
onin olshemi tomendegishe: onmin maydanmin bilip al,
oni terenlikke kobeyt, natiyjede kolem payda boladiy»
tarizinde berilgen.

Abiw Aliy ibn Sina «Donishnomay atl shigarmasmnir;
«Geometryaliq denelerge baylanislh tiykarlary babinda ‘
denenin ham ushmuyeshli prizmanin tariypin beredi Giyosiddin
ham de eki prizmanmn oz ara ten boliw shartlerin ba- al-Koshiy
yan etedi. Ibn Sina prizmant tomendegishe tariypleydi:

«Prizma eki ushmuyeshli tegis figuralar ham tarepleri 6z ara parallel vsh
tegis figuralar menen shegaralangan dene esaplanadiy.

Giyosiddin Jamshid ibn Masud al-Koshiyditi «Hisob kitobiy atli
shigarmasinda  betlerdin  maydanlarin  ham  denelerdin  kolemlerin
esaplawdm koplegen qagiydalar: keltirilgen. Ol matematika, geometriya,
trigonometriya, mexanika ham astronomiya styaqli panlerdi teren bilgenligi
ushin, Ulugbektin itibarin ham hurmetine erisken. Al- Koshiy kopmuiyeshlikler
menen bir qatarda prizmalar, piramidalar, cilindrler, konuslar, kesik
konuslardi da izertlegen.

(i)



9. BAPTI TAKIRARLAWGA BAYLANISLI AMELIY SHINIGIWLAR
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12.

13.

9.1. 2- test jumisi
1. Kubtin neshe simmetriya tegisligi bar?
A)8 B)9; C)7; D)Il0.

. Eger kub diagonalliq kesiminin maydani 2\2 ge tefi bolsa, onii kélemin

tabin.

A)2\2:; B)V7; C)4\2; D)5\2.

Tuwrimuyeshli parallelepiped ultaninin tarepleri 7 ham 24.
Parallelepipedtin biyikligi 8. Diagonalliq kesimnin maydanin tabin.
A)168; B)1344; (C)100; D) 200.

. Duris tértmuyeshli prizmanin diagonali1 4 ke ten bolip, qaptal jagi menen

30 muyesh payda etedi. Prizmanin qaptal betin tabin.
A)16\2; B)16; C)18; D)I&\2.

. Duris tortmuyeshli prizma ultanmif tarepi V2 ge, diagonali menen qaptal

jag1 arasindagi mayesh 30° ga ten. Prizmanin kdlemin tabin.
A)8\V2; B)4; C)16; D)4\2.

. Prizmanin barliq qabirgalarinin san1 36 bolsa, onin neshe qaptal jagi bar?

A)12;  B)16; C)9; D)I0.

. Qiya prizmanin qaptal qabirgas1 20 ga tenn hdm ultan tegisligi menen 30°

muyesh payda etedi. Prizmanin biyikligin tabin.
A)12; B)10vV3; (C)10; D)10V2.

. Ush muyeshli tuwr prizma ultanmin tarepleri 15, 20 ham 25 ke, qaptal

qabirgasi ultaninin biyikligine ten. Prizmanin kélemin tabin.
A) 600; B)750; C)1800; D) 1200.

. Duris altimuyeshli prizmanin en ulken diagonali 8 ge ten ham ol qaptal

qabirgast menen 30° muyesh jasaydi. Prizmanin kélemin tabin.

A)72; B)64; C)76; D)380.

Kosherlik kesiminin maydani 10 ga ten bolgan cilindrdin qaptal betinin
maydanin tabin.

A)10m;  B)20m; C)30m; D) 15m.

Cilindrdin biyikligi 8 ge, qaptal beti jayilmasinin diagonali 10 ga ten.
Cilindrdin qaptal betinin maydanin tabin.

A)48; B)48m;,  (C)24; D)48m.

Tarepleri 2 ham 4 ke tef bolgan tuwr1 tértmuyeshlik, 6zinin ulken tarepi
doégereginde aylanadi. Payda bolgan denenin toliq betin tabin.

A)22n; B)23m;  C)24m; D) 20m.

Cilindrdin gaptal betininh maydan1 72 «t ge ten ham ol jayilganda payda



14.

15.

16.

17.

18.

bolgan tuwr tortmuyeshlik diagonali ultani menen 45° muyesh payda
etedi. Cilindrdin ultaninin radiusin tabin.

A)S5; B)4;, C)6, D)S.

Cilindr ultaninin radiusi eki ese arttirilsa, onin kolemi neshe ese artadi?
A)4; B)2; (C)3; D).

Cilindrdin kélemi 120m ge, gaptal beti 60n ge ten. Cilindrdin ultaninin
radiusin tabin.

A)4; B)5; (C)6; D)4;2.

Cilindrdin biyikligi 5 ke, ultanina ishley s1zilgan duris ushmuyeshliktin
tarepi 3\3 ke ten. Cilindrdin kélemin tabin.

A)25n; B)35m; C)45m; D) 40m.

Cilindrdin késherlik kesimi, diagonali 12 ge ten bolgan kvadrattan ibarat.
Onin kolemin tabin.

A)108\2w; B)54\2m C)36\2m;  D)216\2m

Cilindrdin toliq beti 24n ge, al qaptal beti 6m ge ten. Usi cilindrdin
kélemin tabin.

A)7n; B)llmn; C)8n; D)O9m.
9.2. Maseleler

328. ABCDA,B,C,D, tuwrt muyeshli parallelepipedte (113-sawret)

DC=\40, DC=2, P,,.,=10. Parallelepipedtin diagonalin tabin.

329. ABCDA,B,C,D, tuwr1i muyeshli parallelepiped. 114-sawrette berilgen

magliwmatlar boyinsha, B,C, qabirgasinin uzmligin tabin.
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330. Tuwr1 prizmanin ultan1 ABCD romb (115-suwret). Prizmanin diagonalliq

kesimlerinin maydan1 60 ham 80 ge, biyikligi 10 ga ten. Prizmanin
gaptal betin tabin.

331. Tuwri prizmanin ultant ABCD romb. Prizmanin diagonalliq kesimlerinin

maydan1 24 ham 32 ge, biyikligi 4 ke ten. Prizmanin qaptal betin tabin.
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332. ABCDA,B,C,D, duris prizmada (116-suwret) £2B,DB = 45°,
Sion= 32(2V2+1). AD n1 tabin.

333. ABCDA,B,C\D, duris prizma (117-sawret) 2C,DC = 60°,

Sng= 128(2V3 +1). AD n1 tabun.

334. ABCDA,B,C,D, tuwrt muyeshli parallelepiped (118-sawret) DB= 13,
DA=3V17, DC,=4\10. Parallelepipedtin qaptal betinin maydanim tabin.

335. ABCDA,B,C,D, tuwr1 muyeshli parallelepiped (119-sawret) AB = 6,
AD =38, DB,=9. Parallelepipedtin qaptal betinin maydanin tabin.

336. K noqati BC qabirgasinin ortas1 (120-suwret). ABKA,B,K, prizma
kéleminin ABCDA,B,C,D, parallelepiped kélemine qatnasin tabin.

337. N ham M noqatlar1 parallelepiped qabirgalarinin ortalari (121-suwret).
AA,B,NDD,C,M prizma koleminin ABCDA,B,C\D, parallelepiped
kolemine gatnasin tabin.
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338. Toért mayeshli duris prizma gaptal betinin maydanit 72 cm? qa, ultaninin
maydan1 64 cm? ga ten. Prizmanin kélemin tabin.

339. Tért muyeshli duris prizma ultaninin perimetri 12 cm, gaptal jagimin
perimetri 18 cm ge ten. Prizmanin kélemin tabin.

340. Kub berilgen (122-sawret). CM = MC, ham ADM tegislik kubt1 eki
bolekke ajiratadi. Kubtin ulken bolegi koleminin kishi bolegi kolemine
qatnasin tabin.

341*. Kub berilgen (123-suwret). AO : OD =2 : 1 ham BB, O tegislik kubt1
eki bolekke ajiratadi. Eger kubtin kishi bdleginin kolemi 6 ga ten bolsa,
kubtin kélemin tabin.

342* Tortmuyeshli duris prizmanin biyikligi 8 ge ten, diagonali ultan



tegisligine 45° muyesh jasap qiyalangan (124-stiwret). Prizmanin
koélemin tabin.

343* . Tortmiyeshli duris prizmanin ultaninin tarepi 2\6 ga, diagonali ultan

tegisligi menen 30° muyesh jasaydi (125-stiwret). Prizmanin kolemin

tabin.
R = @ @
1 1 B] C]
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344. Cilindrdin gaptal betinin maydant 91n ge ten (126-sawret). Cilindr

345.

346.

347.

348.

kosherlik kesiminin maydanin tabin.

Cilindrdin kosherlik kesimi, maydan1 173 ke ten bolgan kvadrattan
ibarat (127-sawret). Cilindrdin qaptal betinih maydanin tabin.
Cilindrdin biyikligi 24 ke, kosherlik kesiminin diagonali 26 ga ten.
Cilindrdin kolemin tabin.

Cilindr kosherlik kesiminin maydani 10 ga ten. Ultan shenberinin
uzinlig1 8 ge ten. Cilindrdin kélemin tabin.

Cilindrdin radius1 3 ke, qaptal betinin maydani 200 ge ten. Cilindrdin
kélemin tabin.

9.3. 2-gadagalaw jumisinin ulgisi
1. Ekijagli muyeshtin 4 nogati onin gabirgasinan 10 cm, jaginan 5 cm
araliqta jaylasqan. Ekijaqli muyeshtin gradus 6lshemin tabin.

2. Altimuyeshli duris prizmanin barliq qabirgalar1 2 ge ten bolsa, onin
toliq betinin maydanin tabin.

3. Ultaninin diamerti 18 m ham biyikligi 7 m bolgan
cilindr formasindagi cisterna neft penen toltirilgan. Eger
nefttin tigizhig1 0,85 g/cm? bolsa, bul cisternadagi nefttin
massasi neshe tonna?

4. Har bir qabirgasimin uzinligt 4 cm ge ten bolgan
duris altimtyeshli prizmaga ishley sizilgan cilindrdin
koélemin tabin.

5. (Jagsi ozlestiretugin oqiwshilar ushin qosimsha 100 100
masele.) 128-suwrette Olshemler mm lerde berilgen

detaldin toliq betin hdm kolemin tabin. 300 750

()



Trigonometriyalq funkciyalardin

juwilq manislerinin kestesi

A sin 4 tg A A sin 4 tg A A sind | tgA

0° 0 0 30° 0,50 0,58 60° 0,87 | 1,73

1° 0,0175 | 0,0175 | 31° 0,52 0,60 61° 0,87 | 1,80

2° 0,035 0,035 | 32° 0,53 0,62 62° 0,88 | 1,88

3° 0,05 0,05 33¢° 0,54 0,65 63° 0,89 | 1,96

4° 0,07 0,07 34° 0,56 0,68 64° 0,90 | 2,02

5° 0,09 0,09 35° 0,57 0,70 65° 0,91 | 2,15

6° 0,10 0,11 36° 0,59 0,73 66° 0,91 | 2,25

7° 0,12 0,12 37° 0,60 0,75 67° 0,92 | 2,36

8° 0,14 0,14 38° 0,62 0,78 68° 0,93 | 2,48

9° 0,16 0,16 39° 0,63 0,81 69° 0,93 | 2,61

10° 0,17 0,18 40° 0,64 0,84 70° 0,94 | 2,78

11° 0,19 0,19 41° 0,66 0,87 71° 0,95 | 2,90

12° 0,21 0,21 42° 0,67 0,9 72° 0,95 | 3,08

13° 0,23 0,23 43° 0,68 0,93 73° 0,96 | 3,27

14° 0,24 0,25 44° 0,69 0,97 74° 0,96 | 3,49

15° 0,26 0,27 45° 0,71 1,00 75° 0,97 | 3,73

16° 0,28 0,29 46° 0,72 1,04 76° 0,97 | 4,01

17° 0,29 0,31 47° 0,73 1,07 77° 0,97 | 4,33

18° 0,31 0,32 48° 0,74 1,11 78° 0,98 | 4,71

19° 0,33 0,34 49° 0,75 1,15 79° 0,98 | 5,15
20° 0,34 0,36 50° 0,77 1,19 80° 0,98 | 5,67
21° 0,36 0,38 51° 0,78 1,23 81° 0,99 | 6,31
22° 0,37 0,40 52° 0,79 1,28 82° 0,99 | 7,12
23° 0,39 0,42 53¢ 0,80 1,33 83° | 0,992 | 8,14
24° 0,41 0,45 54° 0,81 1,38 84° | 0,994 | 9,51
25° 0,42 0,47 55° 0,82 1,43 85 | 0,996 | 11,43
26° 0,44 0,49 56° 0,83 1,48 86° | 0,998 | 14,30
27° 0,45 0,51 57° 0,84 1,54 87° | 0,999 |19,08
28° 0,47 0,53 58° 0,85 1,60 88° 1,00 | 28,64
29° 0,48 0,55 59° 0,86 1,66 89° 1,00 |57,29




JUWAPLAR

1- bap juwaplar
3. A(5; 7; 10), B(4; —3; 6), C(5;0;0), D(4; 0; 4), E(0; 5; 0), F(0; 0; -2). 6. (3; 2; 0),
(3: 0; 4), (0; 2; 4). 8.26. 9. a) 3, 3, 3; b) 312, 312, 312; ¢)332.10.2,3, 1. 11. (3; 3; 3),
(=35353),(3;-3;3),(3;3;-3),(-3;-3; 3),(-3; 3;-3),(3; -3, -3),(-3; -3, -3). 12. O(0; 0; 0),
B(2; 05 0), A(2;2; 0), C(0; 25 0), 0,(0; 0; -2), B,(2; 0; -2), A4,(2; 2; -2), Cy(0; 2; -2).
13. D nogatt. 14. 3V6. 15. joq. 17. ¢) teh gaptall, P=6 (1+\3), S = 92.
18. (-0,25; 0,25; 0). 19. D,(1; —1; 1), 4,(1; 1; =1), B,(-1; 1; -1), D,1; —1; —1).
21. x3+y2+22=25, X242 +22<25. 22, (x—1)+H(y—-2)+H(z—4)>=9; (x—1)>+(y—2)*+(z—4)?<9.
23. (x+2)>+(y=3)*H(z—4)>=9. 25. 1)(0; 1; 0); 2) (1; 1; 1); 3) (0; 0; 2), 4) (-0,7; 0,1; 0,6);

17
5) (2\/3; 1,5; 1). 28. A(5:—4;0), B(-7;5;6), 31. K(O;—S;?j. 32. a) D(-1; -3; -9).

33.0) M(-1: 2 0); ) M35 3.0). 35. L(285 383 Z) 36. 4;/_ 37. a)\2; b) 30°; 30°; 120°; ¢)

2V3. 38. MK—V_3 39. A(5,4, 10), B(4; =3; 6), C(5; 0; 0), D(4; 0; 4). 40. OA=(1; 1; 1),
OB=(-1; 0; 1), OC=(0; 1; 1), BO=(1; 0; 1), CO=(0; —1; —1), AB =(-2; —1; 0).

42. a) AB =(2; 5; 3), b) AB =(4; —6; 2). 43. |a|=\3; [b=2V5, |c|=V14, [d|=\30. 44. +3.
45.a) a(3; 6; -3), b) a(-3; —6; 3). 46. a) | yamasa—1;b) 3 yamasa—1;c)2 yamasa—4; d) 3

yamasa5/3.48.D(—2;O;1).50.n:%;m=%.52.a)D(3;0;0).56.E(—3;—4;8),|E|=\/8_9;2)2(4;5;5),
lc[=\66. 57. ¢(=3; 4; 0), [c|=5; 2) ¢(0; 2; 6), |c[=2N10. 59. a=i—j+k, b=2j-4k,
c=20+3j—k, d=i+2j+5k. 60.59,\219, V122, \918. 63. AC = AO + OC = 4i + 2k
AC(-4; 0;2); CB=CO + OB =2k + 9j, CB (0; 9; 2); AB = AO + OB = —4i + 9],
AB(—4;7;0). 65.=180N. 66. a) 60°; b) 30°; ¢) 90°; d) 60°; &) 45°. 67.a) —6; b) 3; ¢) —6; d) 3.
68. a) 40°; b) 140° ¢) 150°. 69. a) 30; b) 3; ¢) 15; d) —28. 70. a) 1/3; b) —1; ¢) 2; d) 4.
71. a) 16. 75. a) 1; b) 0. 76. BF =2(DO—DC). 77. %(2% _4B). 8. %(E +AC )-AD .

83.2) (1;-1; 7); b) (-2;3; 1); ¢) (0; —4; 4). 84. p(—1; 5; 3). 86. B(-8; 4; 1). 88. (2; -5; 9);
(—2;-2:;7);(6;—12;2).93. Oxztegisliginesalistirganda. 100. (0;—3;1). 106.2) 36 cm; b) 48 cm;
¢) 6 cm; d) 4 cm. 110. a) B(-5; 7,5; 12,5); b) B(5; —7,5; —12,5); ¢) B(-0,5; 0,75; 1,25);
d) B(0,5;-0,75;-1,25). 111.a) B(-2,5; 1; 3); b) B(—7;2; 6). 112.a) O,(0; 0; 0), 4,(—4; 0; 0),
B,(0;-4;0), C,(0;0,-4);b) 0,(-4; 0;0), 4,(4; 0, 0), B,(-4; 8; 0), C, (-4; 0; 8). 115. (2;-3; 3).
116.-3. 117. (7; 1; 2). 118. (1; -2; 3). 119. (-1; -2; =3). 120. (1; 2; -3). 121. (-2; -3; -5).
122. D(0; 9;-7). 123. C(2; 0;-8). 124.19.125. (-7;7;-7).126. (1;2; 1). 127. (-2; 7; 1).
128.+2.129. +3.130. 13.131.10. 132.9. 133. 0. 134. 2. 135. 1. 136. 4. 137. 90°. 138. 4.
139. 4. 140. 2; 4. 141. 87 +97 — 4k .

1- test jumisinin juwaplari

1[2(3[4(5/6/7|8[9(10(11[12|13]14[15/16/17[18[19[20[21[22(23|24|25
CIDIDBIDIBIB/AJA|D/B/BIBIC/IA|[C|B|D|/A|C|B|C|D|D|C

1-qadagalaw jumisinin juwaplari
D) (1;2;-3):; 2)13; 3)V2; 4)90° 5) 1.

(189)




2- bap juwaplarn

142.47°,133°,47°,133°. 143. 128°. 144. 80°. 145. 90°. 146. 5 cm, 5 cm. 147. 12 cm.
148. 5 cm. 152. 45°. 153. 45°. 154. 80°. 159. 60°, 45°. 165. a) 4, 10; b) 5, 12. 166. Yo’q.
170. 6, kub. 171. 15 ta. 172. 9 ta. 173. 180 ta. 174. 24 cm?. 175. 44 cm?. 176. 76,8 cm>.
177. 17,64 cm. 178. 4\V3cm? , 4 cm. 179. 124 dm?. 180. 20 m?, 30 m?. 181. 8 cm, 8 cm.
182. 13 cm, 9 cm. 184. 4500 cm?2 185. 7,5. 186. 4. 187. 480 cm?. 188. 52.
189. 45 cm’ 190. 144. 191. a)18; b)76; c) 110; d) 132; ¢) 48; ©) 96; g) 124.
192. a) 146; b) 126; c) 108; d) 146. 193. 84 cm. 194.3\2 cm? 195. 216 cm?.
196. a) 58; b) 62; c¢) 94. 197. a) 38; b) 92; c) 48. 198. ~68 m> 199. 104 cm.
200. 68 cm?. 201. 78 cm?. 204. 5120 cm?. 207. 144. 209. 8. 210. 5. 211. 6. 212. 3. 213.
24.214.2.215. 8. 216. 8. 217. 72. 218. 4. 219. 27 litr. 220. 4. 221. 60 cm?. 222. (S4(CZ2Z;3.
223. 30 m. 224. 1200. 225. a) 4; b) 40; ¢) 71; d) 88; €) 18; f) 33; g) 78. 226. a) 90; b)

77; ¢) 54; d) 96. 227. 6 m*. 228. a) 21; b) 26; ¢) 58. 230. 6 m>. 231. \2 m?. 232. "32—\5.

233. 2\sin3asin’a. 234. abe\_cos2a.. 235. a) @; b) a?b; c) %b@ 237. 3060
m?. 238. 3 cm’. 239. %3. 240. 3V3 m’. 241. 1 marte. 243. 24 cm?. 245. 12 cm®. 246. 2 cm.

311
247, aN12a°3c” “280’2—302 248. ; ;::gﬁ. 249. 6048 m?/saat. 250. 35200 m’®. 251. 0,5 g/cm’,
252, 150. 253. 42. 254. 961. 255. 13. 256. 90. 257. 3315 g

258. 60 m?. 259. 24. 260. 24 cm®. 261. 1927,2 g. 262. 1927,2 g. 263. 960 m’. 264. 144 g.
265. 19,3125 g/em?. 266. 440 m®. 267. 0,0127 m’. 271. (y+w+z)yx. 274. a:b:c.
277. 2401w cm? , 2807 cm?. 278. 48 cm?. 279. 5 cm. 280. 128 cm?. 281. nQ/4. 282. 36w cm?.

283. 47. 284. 36 cm> 285. 127. 286. 64. 6. 287. 3 dm. 288. 2V34 cm. 289. 3 dm.
290. 200w, 2507, 291. 50, 50 +50/m. 292. 457 cm?®. 293. 161 cm® 294. 1500 cm’.
295. 800 cm? 296. 1000 cm?. 297. 5574 cm?, 1824 cm?. 298. 13757 cm?®, 11,375 kg.
299. 141900 g, 310860 cm? 300. Birinshisinin. 301. 2041 so‘m, 15700 cm?
302. 349,45 cm?, 492 cm?®, 1747 so‘m. 303. 37680 gellon. 304. 318 gellon. 306. 3 cm®.
307.4 cm. 308. 9 m3. 309. 1,125. 311. a) 45m; b) 3,757; ¢) 144n. 312. a) 14x; b) 937,5m.
313. 4. 314. 0,25. 315. 125%. 316. 4m. 317. 3. 318. 8. 319. 36. 320. 36. 321. 24.
322. =30 m®. 323.=3000 cm®. 324. a) =1050 cm?; b) =2250 cm’. 325. =162 kg. 328. 7.
329. 4. 330. 200. 331. 160. 332. 4. 333. 8. 334. 168. 336. 1/3. 337. 1/3. 338. 144 m°.
339. 56 cm’. 340. 6. 341. 2. 342. 256.343. 96. 344. 91. 345. 173 1. 346. 6007. 347. 20.

348. 300.
2- test jumisinmin juwaplari

112 (3[4 [5]6|7 8|9 [10]11]1213|14|15/16|17]18
B I AIDIA/IBIA|C|C/A/A/IA|C|[C|]A/A|C|A D

2- qadagalaw jumisinin juwaplari

1)30°% 2) 2V3 +24; 3)1513 5,  4)64ncm’; 5)35dm? 6,5 dm’.

Esletpe. Geometriyaga baylanisli qiyinirag maselelerdin tartip nomeri juldizsha
menen, uyde ormlaw mdslahdt etilgen maseleler qizil rende berilgen.
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9.

10.
I1.
12.
13.

14.

1T

Sabaqhiqti duziwde paydalanilgan ham qosimsha Gyreniwge usinis etilgen oqiw-
metodikaliq 4debiyatlar ham elektron resurslar

A.B. Ilocopenos “I'eometpus 10-117, yuebuuk, Mockaa. “IIpocsemenue”, 2009.

JIL A. Jlamomun, b. J]. Yebomapesckuii. “Maremaruka 117, yueOHuk, MuUHCK,

2013.

U M. Cmupnosa, B.A. Cuupnos I'eometpust. 10—-11 kinace. yuebuuk, Mocksa, 2008

O.A. Bunanuna u op. “I'eomerpus 117 yuebnuk, Kues, “I'enesza”, 2010.

Daniel C.Alexander, Elementary geometry for college students, Canada, Brooks/

Cole, Cenage Learnin, 2011.

Mal Coad and others, Mathematics for the international students, Haese and Harris

publocations, Australia, 2010.

Norjigitov X., Mirzayev Ch. Stereometrik masallarni yechish. Akademik litseylar

ushino‘quv qo‘llanma. —T., 2004.

Israilov I., Pashayev Z. Geometriya. Akademik litseylar uchun o‘quv qo‘llanma.

IT qism. —T.: O‘qituvchi, 2005.

http://www.uzedu.uz — Xalq ta’limi vazirliginin axborot ta’lim portali.

http://www.eduportal.uz — Multimedia markazi axborot talimi portali.

http://www.ixl.com — Araligtan turip oqitiw sayt1 (inglis tilinde).

http://www.mathkan.ru — «Kenguru» xaligaraliq matematikler tanlaw1 sayti (rus

tilinde).

http://www.khanakademy.org — «Xon akademiyas1» araliqtan talim sayti (inglis

tilinde).

http://www.brilliant.org — Matematikadan araliq talim sayti (ingliz tilinde).
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