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Ðåöåíçåíòû:

Ó÷åáíèê íàïèñàí íà îñíîâàíèè «Ó÷åáíîãî ïëàíà îáùåãî ñðåäíåãî îáðàçîâà-
íèÿ ïî áëîêó ìîäóëÿ òî÷íûõ íàóê (VIII êëàññ)». Â ó÷åáíèêå äàíû òðåáîâàíèÿ,
êîòîðûå ïðåäúÿâëÿþòñÿ ó÷åíèêàì âî âðåìÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà. Öåëè è çàäà÷è
îáó÷åíèÿ ïðåäìåòà ìàòåìàòèêè îòìå÷åíû ñî ñòîðîíû Ðåñïóáëèêàíñêîãî öåíòðà
îáùåãî ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ. Ó÷åáíèê îõâàòûâàåò ýëåìåíòû îïîðíûõ êîì-
ïåòåíöèé, êîòîðûå áóäóò ôîðìèðîâàòüñÿ ó ó÷åíèêîâ.

Â ïðîöåññå ïåðåðàáîòêè ó÷åáíèêà áûëè ó÷òåíû ðåêîìåíäàöèè ýêñïåðòîâ è
ðåöåíçåíòîâ.

Â êîíöå êàæäîé ãëàâû äàíû ïðèìåðíûå çàäàíèÿ êîíòðîëüíûõ ðàáîò è òåñ-
òîâ, êîòîðûå ïîìîãóò ó÷åíèêàì òùàòåëüíî ê íèì ïîäãîòîâèòüñÿ.

Â ðàçäåëå èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ âû ïîçíàêîìèòåñü ñ íàó÷íûìè òðóäàìè è
îãðîìíûì âêëàäîì, êîòîðûé âíåñëè íàøè ó÷åíûå-ýíöèêëîïåäèñòû â íàóêó.

Â ðàçäåëå «Èçó÷àåì àíãëèéñêèé ÿçûê» äàíû âàæíûå ãåîìåòðè÷åñêèå
ïîíÿòèÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â ãëàâå.

Â òå÷åíèè ó÷åáíîãî ãîäà ìîæåòå ïîëüçîâàòüñÿ ïðèìåðàìè, êîòîðûå äàíû
äëÿ ïîâòîðåíèÿ.

Æåëàåì óñïåõîâ â èçó÷åíèè çíàíèé, êîòîðûå îñâåùåíû â òåìàõ!

© À.À.Ðàõèìêàðèåâ. Âñå
ïðàâà çàùèùåíû, 2006,
2010.

© À.À.Ðàõèìêàðèåâ,
Ì.À. Òîõòàõîäæàåâà.
Âñå ïðàâà çàùèùåíû, 2014,
2019.

© «O‘zbekiston», 2019.

Ó÷åáíèê èçäàí çà ñ÷åò
ñðåäñòâ Ðåñïóáëèêàíñêîãî
öåëåâîãî êíèæíîãî ôîíäà

äëÿ âûäà÷è â àðåíäó.– ïðàâèëî, ñâîéñòâî, îïðåäåëåíèå;

– àêòèâèçèðóþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ;

– óïðàæíåíèÿ äëÿ ðàáîòû â êëàññå;

– ðàçâèâàþùèå óïðàæíåíèÿ;

– îáðàçåö ðåøåíèÿ çàäà÷è;

– çàäàíèÿ íà äîì.

ÓÑËÎÂÍÛÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß:
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1. ×òî òàêîå: 1) ïåðèìåòð; 2) ìåäèàíà; 3) áèññåêòðèñà; 4) âûñîòà òðå-
óãîëüíèêà?

2. Òðåóãîëüíèê, ïåðèìåòð êîòîðîãî ðàâåí 18 cm, äåëèòñÿ áèññåêòðè-
ñîé íà äâà òðåóãîëüíèêà, ïåðèìåòðû êîòîðûõ ðàâíû 12 cm è 15 cm.
Íàéäèòå áèññåêòðèñó ýòîãî òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 1).

3. Òðåóãîëüíèê äåëèòñÿ ìåäèàíîé, ïðîâåäåííîé ê îñíîâàíèþ íà äâà
òðåóãîëüíèêà, ïåðèìåòðû êîòîðûõ 18 cm è 24 cm. Íàéäèòå áîëü-
øóþ áîêîâóþ ñòîðîíó, åñëè ìåíüøàÿ áîêîâàÿ ñòîðîíà ðàâíà 6 cm
(ðèñ. 2).

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC AB = BC è ìåäèàíà BD ðàâíà 6 cm. Íàéäèòå
ïåðèìåòð äàííîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABD
ðàâåí 24 cm (ðèñ. 3).
Äàíî: â rABC: AB = BC, BD = 6 cm – ìåäèàíà, PABD = 24 cm.
Íàéòè: PABC = ?
Ðåøåíèå. 1) PABD = AB + BD + AD, îòñþäà:

24 = AB + AD + 6,  AB + AD = 24 - 6,  AB + AD = 18 (cm).
2) AB = BC è AC = 2AD, òîãäà

PABC = AB + BC + AC = 2(AB + AD) = 2 · 18 = 36 (cm).
Îòâåò: PABC = 36 cm.

 5. Äâå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâíû 0,5 dm è 8,7 dm. Íàéäèòå òðåòüþ
ñòîðîíó, åñëè åå äëèíà íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

 6. Òðåóãîëüíèê, ïåðèìåòð êîòîðîãî ðàâåí 30 cm, äåëèòñÿ áèññåêòðè-
ñîé íà äâà òðåóãîëüíèêà, ïåðèìåòðû êîòîðûõ ðàâíû 16 cm è
24 cm. Íàéäèòå áèññåêòðèñó ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

ÏÎÂÒÎÐÅÍÈÅ ÊÓÐÑÀ
7-ÃÎ ÊËÀÑÑÀ
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Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

1. Ïåðèìåòð, ìåäèàíà, áèññåêòðèñà
è âûñîòà òðåóãîëüíèêà
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 7. Òðåóãîëüíèê, ïåðèìåòð êîòîðîãî ðàâåí 36 cm, äåëèòñÿ âûñîòîé íà
äâà òðåóãîëüíèêà, ïåðèìåòðû êîòîðûõ ðàâíû 18 cm è 24 cm. Íàé-
äèòå âûñîòó ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

 8. Ïåðèìåòð ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 22,5 cm, à áîêîâàÿ
ñòîðîíà ðàâíà 0,6 dm. Íàéäèòå îñíîâàíèå ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

 9. Ðàâíû ëè òðåóãîëüíèêè ABC è DEF, åñëè AB = DE, AC = DF,
ÐA = Ð D?

10. Îäèí èç âíåøíèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâåí 117°, à íå ñìåæíûå
ñ íèì âíóòðåííèå óãëû îòíîñÿòñÿ êàê 5 : 4. Íàéäèòå ýòè âíóòðåí-
íèå óãëû.

11. Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñû AD è BE ïåðåñå-
êàþòñÿ â òî÷êå O. Íàéäèòå óãîë AOE ìåæäó áèññåêòðèñàìè òðå-
óãîëüíèêà ABC.

12. Ìîãóò ëè óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà áûòü
òóïûìè?
Ðåøåíèå. Êàê íàì èçâåñòíî, â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû
ïðè îñíîâàíèè ðàâíû. Òàê êàê ñóììà äâóõ òóïûõ óãëîâ áîëüøå
180°. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà.
Îòâåò: íå ìîãóò.

13. Îäèí èç âíåøíèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâåí 108°,  à  íå ñìåæíûå ñ
íèì âíóòðåííèå óãëû îòíîñÿòñÿ êàê 2 : 7. Íàéäèòå âíóòðåííèå óãëû.

14. Äâå ñòîðîíû è óãîë îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâ-
íû, ñîîòâåòñòâåííî, äâóì ñòîðîíàì è óãëó
äðóãîãî òðåóãîëüíèêà. Ìîãóò ëè ýòè òðå-
óãîëüíèêè áûòü ðàâíûìè?

15. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1

ðàâíû, åñëè AB = A1B1, BC = B1C1, è ìåäèàíû
CD è C1D1, ïðîâåäåííûå ê ñòîðîíàì AB è A1B1

ðàâíû.
16. Íà ðèñóíêå 4: AB = AC è AE = AD. Äîêàæèòå,

÷òî BD = CE.
17. Íà ðèñóíêå 5: AD = CF, AB = FE è CB = DE.

Äîêàæèòå, ÷òî Ð1 = Ð2.
18. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë B ðàâåí 42°,

à âíåøíèé óãîë ïðè  âåðøèíå A ðàâåí 100°.
Íàéäèòå óãîë ACB.

19. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC óãîë
C – ïðÿìîé, à âíåøíèé ïðè âåðøèíå A ðàâåí
136°. Íàéäèòå óãîë B.

2. Ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ, ñóììà
óãëîâ òðåóãîëüíèêà è ñâîéñòâî âíåøíåãî

óãëà òðåóãîëüíèêà
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1. Ìíîãîóãîëüíèêè. Ðàññìîòðèì ôèãóðó, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç îòðåç-
êîâ A1A2, A2A3, ..., An – 1An, AnA1. Îòðåçêè ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî íèêàêèå
äâà ñîñåäíèõ îòðåçêà (òî åñòü òàêèõ, êîòîðûå èìåþò îáùèé êîíåö), íå
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à íåñîñåäíèå îòðåçêè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê
(ðèñ. 1). Òàêóþ ôèãóðó íàçûâàþò ìíîãîóãîëüíèêîì. Òî÷êè A1, A2, ..., An

íàçûâàþò âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà, à îòðåçêè A1A2, A2A3, ..., An – 1An,
AnA1 – ñòîðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêà.

×èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíî ÷èñëó åãî âåð-
øèí, ò.å. ÷èñëó åãî óãëîâ. Ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàþò ïî
÷èñëó åãî óãëîâ: òðåóãîëüíèê, ÷åòûðåõóãîëüíèê è ò.ä.

Åñëè çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñàìà ñîáîé,
òî òàêàÿ ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé ëîìàíîé.
Âñÿêàÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ äåëèò ïëîñêîñòü íà
äâå ÷àñòè – âíóòðåííþþ è âíåøíþþ, ÿâëÿÿñü èõ îáùåé
ãðàíèöåé. Íà ðèñ. 1 âíóòðåííÿÿ ÷àñòü çàêðàøåíà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè îí
ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò ëþáîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò åãî ñòî-
ðîíó.

Ñàìà ýòà ïðÿìàÿ ïðèíàäëåæèò ïîëóïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé
ìíîãîóãîëüíèê.

§ 1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ×ÅÒÛÐÅÕÓÃÎËÜÍÈÊÈ È

ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

1. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÍÓÒÐÅÍÍÈÕ È ÂÍÅØÍÈÕ
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Ò å î ð å ì à  2 .

Ò å î ð å ì à  1 .

Íà ðèñ. 2, a è 3 èçîáðàæåíû âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè, à ðèñ. 2, á
íåâûïóêëûé. Òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì
(ðèñ. 3).

2. Ñâîéñòâà âíóòðåííèõ è âíåøíèõ óãëîâ ìíîãîóãîëüíèêà.

Îïðåäåëåíèå 2. Âíóòðåííèì óãëîì ìíîãîóãîëüíèêà ïðè äàííîé
âåðøèíå íàçûâàåòñÿ óãîë, îáðàçîâàííûé ñîñåäíèìè ñòîðîíàìè,
èñõîäÿùèìè èç ýòîé âåðøèíû.

Ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ âûïóêëîãî n- óãîëüíèêà ðàâíà
180°(n –2), ãäå n – ÷èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A1A2A3...An – äàííûé âûïóêëûé n-óãîëüíèê
è n > 3 (ðèñ. 4). Èç íåêîòîðîé âåðøèíû, íàïðèìåð èç A1, ïðîâåäåì âñå
åãî äèàãîíàëè, êîòîðûå ðàçîáüþò åãî íà (n - 2) òðåóãîëüíèêà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ýòîì êàæäûé òðå-
óãîëüíèê îáðàçîâàí îäíîé ñòîðîíîé ìíîãî-
óãîëüíèêà è äâóìÿ äèàãîíàëÿìè, çà èñêëþ÷å-
íèåì äâóõ êðàéíèõ òðåóãîëüíèêîâ (rA1A2A3 è
rA1An – 1An), êîòîðûå îáðàçîâàíû äâóìÿ ñòî-
ðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêà è îäíîé äèàãî-
íàëüþ.

Ïîýòîìó ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ áóäåò (n - 2), ò.å. íà äâà ìåíüøå
÷èñëà ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà. Ñóììà óãëîâ ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà
ñóììå óãëîâ âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ åãî òðåóãîëüíèêîâ: Sn = 180°(n - 2), ÷òî
è òð. ä.

Îïðåäåëåíèå 3.  Óãîë, ñìåæíûé ñ âíóòðåííèì óãëîì ìíîãî-
óãîëüíèêà ïðè äàííîé âåðøèíå, íàçûâàþò âíåøíèì óãëîì ìíîãî-
óãîëüíèêà ïðè äàííîé âåðøèíå.

Ñóììà âíåøíèõ óãëîâ âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà, âçÿòûõ ïî îäíîìó
ïðè êàæäîé âåðøèíå, ðàâíà 360°.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïðè êàæäîé
âåðøèíå n-óãîëüíèêà ïî îäíîìó âíåøíåìó
óãëó (ðèñ. 5). Ñóììà êàæäîãî óãëà ìíîãî-
óãîëüíèêà è ñìåæíîãî ñ íèì ðàâíà 180°. Ïî-
ýòîìó ñóììà âñåõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ
óãëîâ, âçÿòûõ ïî îäíîìó ïðè êàæäîé âåðøè-
íå, ðàâíà 180°n. ×òîáû ïîëó÷èòü ñóììó
âíåøíèõ óãëîâ âû÷òåì èç ýòîé ñóììû ñóì-
ìó âíóòðåííèõ óãëîâ:

180°n - 180°(n - 2) = 180°n - 180°n + 360° = 360°, ÷òî è òð. ä.
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Çàäà÷à 1. ×åìó ðàâíû âíóòðåííèå óãëû (an) ðàâíîñòîðîííåãî
(ïðàâèëüíîãî) n- óãîëüíèêà?

Ðåøåíèå. Ïî äîêàçàííîé òåîðåìå 1, ñóììà óãëîâ ïðîèçâîëüíîãî
âûïóêëîãî n- óãîëüíèêà ðàâíà 180°(n - 2).  Òàê  êàê  â  ïðàâèëüíîì

n-óãîëüíèêå âñå óãëû ðàâíû, òî êàæäûé èç íèõ ðàâåí: 
180 ( 2)-a =n

n

n

o

.

Çàäà÷à 2. ×åìó ðàâåí êàæäûé âíåøíèé óãîë (bn) ðàâíîñòîðîííåãî
(ïðàâèëüíîãî) n- óãîëüíèêà?

Ðåøåíèå. Ïî äîêàçàííîé òåîðåìå 2, ñóììà âíåøíèõ óãëîâ âûïóê-
ëîãî n- óãîëüíèêà, âçÿòûõ ïî îäíîìó ïðè êàæäîé âåðøèíå, ðàâíà 360°.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé âíåøíèé óãîë ïðàâèëüíîãî n- óãîëüíèêà

ðàâåí: 360
n n
b =

o

.

 1. 1) ×òî òàêîå: à) âíóòðåííèé óãîë âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïðè
äàííîé âåðøèíå; á) âíåøíèé óãîë âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà?
2) ×åìó ðàâíà ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà?

 2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñòîðîí âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ñóììà
óãëîâ êîòîðîãî ðàâíà:  1) 1080°;     2) 1620°;     3) 3960°.

 3. Íàéäèòå ñóììó âíóòðåííèõ óãëîâ âûïóêëîãî: 1) ÷åòûðåõóãîëüíèêà;
2) äâåíàäöàòèóãîëüíèêà; 3) òðèäöàòèóãîëüíèêà; 4) ïÿòèäåñÿòè-
óãîëüíèêà.
Îáðàçåö. 1) S13 = 180° · (13 – 2) = 180° · 11 = 1980°.

 4. Íàéäèòå íàèìåíüøèé óãîë ÷åòûðåõóãîëüíèêà, åñëè ñóììà åãî óã-
ëîâ, âçÿòûõ ïî òðè, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíà 240°, 260° è 280°.

 5. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñòîðîí âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà, êàæäûé
óãîë êîòîðîãî ðàâåí:  1) 150°;     2) 170°;     3) 171°.

 6. ×åìó ðàâíî ÷èñëî ñòîðîí âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà, åñëè ñóììà
âñåõ åãî âíóòðåííèõ óãëîâ â òðè ðàçà áîëüøå ñóììû åãî âíåøíèõ
óãëîâ, âçÿòûõ ïî îäíîìó ïðè êàæäîé èç åãî âåðøèí?
Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è: 180°(n - 2) = ... · 360°. Îòñþäà

180°(n - 2) = ... · 2 · 180°,  n - 2 = 6, n = ... .
Îòâåò: n = ...

 7. Ñêîëüêî ñòîðîí ó âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà, åñëè êàæäûé åãî
âíåøíèé óãîë ðàâåí:  1) 18°;     2) 24°;     3) 60°?

 8. Åñëè òðè óãëà ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ òóïûìè, òî ÷åòâåðòûé
óãîë – îñòðûé. Äîêàæèòå.

 9. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñòîðîí âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà, åñëè êàæ-
äûé åãî âíåøíèé óãîë ðàâåí:  1) 15°;     2) 45°;     3) 72°?

10. Íàéäèòå óãëû âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, åñëè îíè ïðîïîðöèî-
íàëüíû ÷èñëàì 1, 2, 3 è 4.

?

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

htt
p:e

du
po

rta
l.u

z



8

Ò å î ð å ì à  1 .

1. Ïàðàëëåëîãðàìì. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè äâå ïàðàëëåëüíûå
ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ äâóìÿ äðóãèìè ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè
(ðèñ. 1). Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèê,
êîòîðûé èìååò ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå – ïàðàëëåëîãðàìì.

Îïðåäåëåíèå. Ïàðàëëåëîãðàììîì íàçû-
âàåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèê, ïðîòèâîëåæàùèå
ñòîðîíû êîòîðîãî ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû.

Åñëè ABCD ïàðàëëåëîãðàìì, òî AB || DC è
AD || BC (ðèñ. 1).

Çàäà÷à 1. Íà  ðèñ.  2  rABC = rCDA. Äî-
êàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD – ïàðàë-
ëåëîãðàìì.

Ðåøåíèå. Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ABC è CDA ñëåäóåò ðàâåíñò-
âî óãëîâ: Ð 1 = Ð3 è Ð2 = Ð4. Óãëû 1 è 3 ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè
íàêðåñò ëåæàùèìè ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ AB è CD è ñåêóùåé AC.
Àíàëîãè÷íî, óãëû 2 è 4 ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè íàêðåñò ëåæàùèìè ïðè
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ BC è AD è ñåêóùåé AC. Ïî ïðèçíàêó ïàðàëëåëü-
íîñòè ïðÿìûõ èìååì: AB || DC è BC || AD. Ñëåäîâàòåëüíî, â ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêå ABCD ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû,
ò.å. ABCD – ïàðàëëåëîãðàìì ïî îïðåäåëåíèþ.

Âûñîòîé ïàðàëëåëîãðàììà íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé
èç òî÷êè îäíîé ñòîðîíû ê ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïðîòèâîëåæàùóþ
ñòîðîíó. Î÷åâèäíî, ÷òî ê îäíîé ñòîðîíå ïàðàëëåëîãðàììà ìîæíî ïðî-
âåñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî âûñîò (ðèñ. 3) – âñå îíè áóäóò ðàâíû êàê ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, à èç îäíîé âåðøèíû ïàðàë-
ëåëîãðàììà ìîæíî ïðîâåñòè äâå âûñîòû ê ðàçíûì ñòîðîíàì è â îáùåì
ñëó÷àå îíè èìåþò ðàçíóþ äëèíó. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 4 BP è BF – âûñîòû.

2. Ñâîéñòâà ïàðàëëåëîãðàììà.

(Ñ â î é ñ ò â î 1. ) Ñóììà óãëîâ ïàðàëëåëîãðàììà, ïðèëåæàùèõ ê
îäíîé ñòîðîíå, ðàâíà 180°.
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Ò å î ð å ì à  3 .

Ò å î ð å ì à  2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óãëû, ïðèëåæàùèå ê ñòîðîíå ïàðàëëåëîãðàììà,
ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè îäíîñòîðîííèìè óãëàìè. Ïîýòîìó èõ ñóììà
ðàâíà 180°. Òåîðåìà äîêàçàíà.

(Ñ â î é ñ ò â î 2. ) Â ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû
è ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ABCD – ïàðàëëåëîãðàìì, ò.å. AB || CD è
BC || AD. Ïðîâåäåì â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD äèàãîíàëü AC (ñì. ðèñ. 2)
è ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ABC è CDA. Ó íèõ ñòîðîíà AC – îáùàÿ,
Ð1 = Ð3 êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
AB è CD è ñåêóùåé AC, Ð2 = Ð4 êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå ïðè
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ AD è BC è ñåêóùåé AC. Ñëåäîâàòåëüíî,
rABC = rCDA ïî âòîðîìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ. Îò-
ñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî AB = CD, AD = BC è ÐB = ÐD.
À ïîñêîëüêó Ð1 + Ð4 = Ð2 + Ð3, òî ÐBAD = ÐBCD, ò.å. ÐA = ÐC).

Çàäà÷à 2. Ñóììà äâóõ óãëîâ ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 172°.  Íàéäèòå
óãëû ïàðàëëåëîãðàììà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Ïîñêîëüêó ñóììà äâóõ
ñîñåäíèõ óãëîâ ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 180°, òî äàííûå óãëû ìîãóò
áûòü òîëüêî ïðîòèâîëåæàùèìè. Ïóñòü ÐA + ÐC = 172°.  Òîãäà  ïî
âòîðîìó ñâîéñòâó ïàðàëëåëîãðàììà, ÐA = ÐC = 172° : 2 = 86°.

Ñóììà âñåõ óãëîâ ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 360°, ïîýòîìó îñòàëüíûå
äâà óãëà ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû:

 ÐB = ÐD = (360° – 172°) : 2 = 94°.
Îòâåò: 86°, 94°, 86°, 94°.

( Ñ â î é ñ ò â î 3. ) Äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà ïåðåñåêàþòñÿ è
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü O – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé AC è
BD ïàðàëëåëîãðàììà  ABCD (ðèñ. 5).

Äîêàæåì, ÷òî AO = OC è DO = OB.
Òðåóãîëüíèêè AOD è COB ðàâíû ïî âòîðîìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà

òðåóãîëüíèêîâ (AD = BC ïî âòîðîìó ñâîéñòâó ïàðàëëåëîãðàììà,
Ð1 = Ð2 è Ð3 = Ð4 êàê íàêðåñò ëåæàùèå
óãëû ïðè ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ AD è BC ñåêóùèìè AC è BD
ñîîòâåòñòâåííî). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
AO = ÑÎ è DO = ÎB, ò.å. òî÷êà O ÿâ-
ëÿåòñÿ ñåðåäèíîé êàæäîé èç äèàãîíàëåé
AC è BD.

Òåîðåìà äîêàçàíà. A D

O

B C5

1

24

3htt
p:e

du
po

rta
l.u

z



10

Çàäà÷à 3. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 3 ïîñòðîéòå ïàðàëëåëîãðàìì.
Øàã 1. Ïðîâåäåì äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå è îáîçíà÷èì òî÷êó

èõ ïåðåñå÷åíèÿ áóêâîé O (ðèñ. 6, a).
Øàã 2. Íà îäíîé èç ïðÿìûõ îòëîæèì öèðêóëåì ðàâíûå îòðåçêè OA

è OC, à íà äðóãîé – ðàâíûå îòðåçêè OB è OD (ðèñ. 6, á).
Øàã 3. Ñîåäèíèì ïîñëåäîâàòåëüíî òî÷êè A, B, C è D (ðèñ. 6, â).

×åòûðåõóãîëüíèê ABCD – ïàðàëëåëîãðàìì.

 1. 1) ×òî òàêîå ïàðàëëåëîãðàìì? ×åìó ðàâíà ñóììà óãëîâ ïàðàëëåëî-
ãðàììà, ïðèëåæàùèõ ê îäíîé ñòîðîíå?
2) ×òî ìîæíî ñêàçàòü î äèàãîíàëÿõ ïàðàëëåëîãðàììà?

 2. Ïåðèìåòð ïàðàëëåëîãðàììà ðàâåí 152 cm. Íàéäèòå ñòîðîíû ïà-
ðàëëåëîãðàììà, åñëè îäíà èç íèõ:
1) íà 25 cm áîëüøå äðóãîé; 2) â òðè ðàçà ìåíüøå äðóãîé.

 3. Íàéäèòå óãëû ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè ñóììà äâóõ óãëîâ ðàâíà:
1) 70°;      2) 110°;      3) 170°.

 4. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD: AB = 7 cm, BC = 11 cm, AC = 14 cm,
BD = 12 cm; O – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Íàéäèòå ïåðè-
ìåòðû òðåóãîëüíèêîâ ABO è BOC.

 5. Â ïàðàëëåëîãðàììå ñóììà ñìåæíûõ ñòîðîí ðàâíà 20 cm, à ðàçíîñòü
ðàâíà 12 ñm. Íàéäèòå ñòîðîíû ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà.

 6. Ïåðèìåòð ïàðàëëåëîãðàììà ðàâåí 6,4 cm. Íàéäèòå åãî ñòîðîíû,
åñëè äâå åãî ñòîðîíû îòíîñÿòñÿ êàê 5 : 3.

 7. Íà ðèñ. 7 îáîçíà÷åíû âåëè÷èíû íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ. Êàêèå åùå
âåëè÷èíû ìîæíî íàéòè?

?

O O O
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Ò å î ð å ì à  2 .

Ò å î ð å ì à  1 .

Äëÿ òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà ïàðàëëåëîãðàììà, âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî ñíà÷àëà óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì. Ýòî ìîæíî îïðåäåëèòü
ëèáî ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. çàäà÷ó 1, ñòð. 8), ëèáî ïî ïðèçíàêàì – óñëî-
âèÿì, ãàðàíòèðóþùèì, ÷òî äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê – ïàðàëëåëî-
ãðàìì. Äîêàæåì ïðèçíàêè ïàðàëëåëîãðàììà, êîòîðûå ÷àùå âñåãî ïðè-
ìåíÿþòñÿ íà ïðàêòèêå.

(1- é  ï ð è ç í à ê . ) Åñëè äâå ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ïàðàëëåëüíû è ðàâíû, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê – ïàðàë-
ëåëîãðàìì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD (ðèñ. 1) AB || CD
è AB = CD. Ïðîâåäåì äèàãîíàëü BD è ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ABD è
CDB. Îíè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó BD, AB = CD ïî óñëîâèþ, Ð1 = Ð2
êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ AB è CD
è ñåêóùåé BD. Ñëåäîâàòåëüíî, rABD = rCDB ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó
ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ. Èç ðàâåíñòâà
ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò ðàâåíñòâî
óãëîâ  3  è  4.  Íî  ýòè  óãëû  ÿâëÿþòñÿ
âíóòðåííèìè íàêðåñò ëåæàùèìè ïðè
ïðÿìûõ AD è BC  è  ñåêóùåé BD. Òîã-
äà ïî ïðèçíàêó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
AD || BC. Òàêèì îáðàçîì, â ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêå ABCD ïðîòèâîëåæàøèå ñòî-
ðîíû ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD –
ïàðàëëåëîãðàìì ïî îïðåäåëåíèþ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàäà÷à 1. Íà ñòîðîíàõ ïàðàëëåëî-

ãðàììà ABCD îòëîæèì ðàâíûå îòðåçêè
BE = DF (ðèñ. 2). ßâëÿåòñÿ ëè ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê BEDF ïàðàëëåëîãðàììîì?

Ðåøåíèå. Äà, òàê êàê ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà BEDF ðàâíû è ïàðàëëåëüíû.
Ïîýòîìó ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ïàðàëëåëîãðàììà, ÷åòûðåõóãîëüíèê
BEDF – ïàðàëëåëîãðàìì.  Îòâåò: äà, ÿâëÿåòñÿ.

(2- é  ï ð è ç í à ê . ) Åñëè ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà ïîïàðíî ðàâíû, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê – ïàðàëëåëîãðàìì.
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Ò å î ð å ì à  3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ÷åòûðåõóãîëü-
íèêå ABCD AB = CD è BC = DA (ðèñ. 3).
Ïðîâåäåì äèàãîíàëü AC è ðàññìîòðèì òðå-
óãîëüíèêè ABC è CDA. Òîãäà îíè ðàâíû ïî
òðåòüåìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ
(ñòîðîíà AC – îáùàÿ, à AB = CD è BC = DA –
ïî óñëîâèþ). Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ
ñëåäóåò ðàâåíñòâî óãëîâ CAB è ACD, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè íàêðåñò ëåæàùèìè
ïðè ïðÿìûõ AD è BC è ñåêóùåé AC. Ïî
ïðèçíàêó ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ AD || BC.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD
ñòîðîíû AD è BC ïàðàëëåëüíû è ðàâíû, è ïî
òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó ïðèçíàêó 1 ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ABCD – ïàðàëëåëîãðàìì.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàäà÷à 2. Ïîñòðîéòå ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó è

ïàðàëëåëüíóþ äàííîé ïðÿìîé.
Ðåøåíèå. Ïóñòü a – ïðÿìàÿ, B – íå ïðèíàäëåæàùàÿ åé òî÷êà. Îò-

ìåòèì êàêèå-íèáóäü òî÷êè A è D íà ïðÿìîé a (ðèñ. 4). Ñ öåíòðàìè B è
D ïðîâåäåì îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñàìè AD è AB ñîîòâåòñòâåííî. Èõ
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îáîçíà÷èì C. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ BC.  Îíà  è  áóäåò
èñêîìîé. Äåéñòâèòåëüíî, â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ðàâíû ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ñòîðîíû. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, è,
çíà÷èò, BC || AD.

(3- é  ï ð è ç í à ê . ) Åñëè äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà òî÷êîé
ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê – ïàðàëëå-
ëîãðàìì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ÷åòûðåõóãîëü-
íèêå ABCD äèàãîíàëè AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå O è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà AO = OC
è BO = OD (ðèñ. 5). Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíè-
êè AOB è COD. Ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû ïî
ïåðâîìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ:
Ð1 = Ð2 (êàê âåðòèêàëüíûå), AO = OC è
BO = OD (ïî óñëîâèþ). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâ-

íû è ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû è óãëû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ: AB = CD,
Ð3 = Ð4. Èç ðàâåíñòâà óãëîâ 3 è 4 âûòåêàåò, ÷òî AB || CD (ïî ïðèçíàêó
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ). Òàêèì îáðàçîì, ñòîðîíû AB è CD ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ABCD ðàâíû è ïàðàëëåëüíû, çíà÷èò, ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó
ïàðàëëåëîãðàììà ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD – ïàðàëëåëîãðàìì. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
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 1. 1) Åñëè äâå ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïàðàëëåëü-
íû è ðàâíû, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê – ïàðàëëåëîãðàìì. Ñìîæåòå
ëè ýòî äîêàçàòü?
2) Äîêàæèòå, 2- é è 3- é ïðèçíàêè ïàðàëëåëîãðàììà.

 2. Äàíû äâà ðàâíûõ è ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêà. Èõ êîíöû ñîåäèíåíû íå
ïåðåñåêàþùèìèñÿ îòðåçêàìè. Âåðíî ëè, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì?

 3. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ñòîðîíû AB è CD ïàðàëëåëüíû. Íàéäè-
òå ïåðèìåòð ÷åòûðåõóãîëüíèêà, åñëè AB = CD = 11 cm, AD = 5 cm.

 4. ßâëÿåòñÿ ëè ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD íà ðèñ. 6 ïàðàëëåëîãðàììîì,
åñëè: 1) Ð1 = 70°, Ð3 = 110°, Ð2 ¹ Ð4; 2) Ð1 = Ð2 = 60°, Ð3 = Ð115°?
Ðåøåíèå. 1) Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD äâå ñòîðîíû AB è CD
ïàðàëëåëüíû, òàê êàê Ð1 + Ð3 = 70° + 110° = 180°, à ýòè óãëû –
îäíîñòîðîííèå ïðè ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ AB è DC ñåêóùåé AD.
Ïîñêîëüêó AB || DC, òî Ð1 = Ð4 (êàê ñîîòâåòñòâåííûå óãëû). Äâå
äðóãèå ñòîðîíû  AD è BC ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD íå ïàðàëëåëüíû,
òàê  êàê  íàêðåñò  ëåæàùèå  óãëû  1  è  2  íå  ðàâíû  (Ð1 = Ð4 ¹ Ð2).
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëî-
ãðàììîì.
Îòâåò: ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì.
2) Àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ êàê â ïðåäûäóùåì.

 5. Äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O (ñì.
ðèñ. 5, ñòð. 9). 1) Êàêîé îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà
ACD? 2)  Â êàêîì òðåóãîëüíèêå ìåäèàíîé ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê AO?

 6. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD òî÷êè E è F – ñåðåäèíû ñòîðîí AB è CD
ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 7). Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê EBFD –
ïàðàëëåëîãðàìì.

 7. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ñòîðîíû AB è CD ïàðàëëåëüíû. Íàé-
äèòå ïåðèìåòð ÷åòûðåõóãîëüíèêà, åñëè AB = CD = 9 cm, AD = 4 cm.

 8. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD: AB = CD, AD = BC. Íàéäèòå óãëû ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà, åñëè ÐA = 3ÐB.

 9. Â ïàðàëëåëîãðàììå áèññåêòðèñà óãëà äåëèò ïðîòèâîïîëîæíóþ
ñòîðîíó íà îòðåçêè, ðàâíûå 4 cm è 5 cm. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïàðàë-
ëåëîãðàììà.
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Î á ð à ò í à ÿ  ò å î ð å ì à .

Ò å î ð åì à .

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìîóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì, ó êî-
òîðîãî âñå óãëû ïðÿìûå.

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ïðÿìîóãîëüíèê
ABCD. Òàê êàê ïðÿìîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ïàðàëëåëîãðàììà, òî îí
îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ïàðàëëåëîãðàì-
ìà: ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëü-
íèêà ïàðàëëåëüíû è ðàâíû, ïðîòèâîëåæà-
ùèå óãëû ðàâíû, äèàãîíàëè òî÷êîé ïåðåñå-
÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì è ò.ä. Îäíàêî,
ïðÿìîóãîëüíèê èìååò íåêîòîðûå îñîáûå
ñâîéñòâà. Äîêàæåì îäíî èõ íèõ.

(Ñâîéñòâî ïðÿìîóãîëüíèêà.) Äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí ïðÿìîóãîëü-
íèê ABCD ñ äèàãîíàëÿìè AC è BD. Äîêà-
æåì, ÷òî AC = BD (ðèñ. 2). Òðåóãîëüíèêè
ACD è DBA ïðÿìîóãîëüíûå è ðàâíû ïî äâóì
êàòåòàì (AD – îáùàÿ, CD = BA êàê ïðîòèâî-
ëåæàùèå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà). Îòñþäà
ñëåäóåò ðàâåíñòâî ãèïîòåíóç ýòèõ òðåóãîëü-
íèêîâ, ò. å. AC = BD. Èìååò ìåñòî è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå (ïðèçíàê ïðÿìîóãîëüíèêà).

Åñëè äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû, òî ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì
ïðÿìîóãîëüíèê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD äèàãîíàëè AC è
BD ðàâíû  (ðèñ. 2). Òðåóãîëüíèêè ABD è DCA ðàâíû ïî òðåì ñòîðîíàì
(AB = DC, BD = CA, AD –  îáùàÿ  ñòîðîíà).  Îòñþäà  ñëåäóåò,  ÷òî
ÐA = ÐD. Òàê êàê â ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ðàâíû, òî
ÐA = ÐC è ÐB = ÐD. Òàêèì îáðàçîì, ÐA = ÐB = ÐC = ÐD. Ïàðàëëåëî-
ãðàìì – âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, ïîýòîìó ÐA + ÐB +ÐC +ÐD = 360°.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÐA = ÐB = ÐC = ÐD = 90°, ò.å. ïàðàëëåëîãðàìì ABCD
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 1. Ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ðàâåí 24 cm, à åãî äèà-
ãîíàëü BD ðàâíà 9 cm. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABD.

Ðåøåíèå. AB + AD = PABCD : 2 = 24 : 2 = 12 (cm) – ñóììà ñìåæíûõ ñòî-
ðîí (ñì. ðèñ. 2). PABD = AB + AD + BD = 12 + 9 = 21  (cm).

Îòâåò: PABD = 21 cm.

B C1

FA = FB = FC =
= FD = 90°;

P = 2(a + b)

b

A Da

A D

B C2
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Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïðÿìî-
óãîëüíèêà ABCD, åñëè áèññåêòðèñà
óãëà B ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AD â òî÷êå
P è äåëèò åå íà îòðåçêè AP = 17 cm  è
PD = 21 cm (ðèñ. 3).

Ðåøåíèå. 1) Òàê êàê ABCD –
ïðÿìîóãîëüíèê, òî AD || BC è ïîýòîìó
Ð2 = Ð3 (êàê íàêðåñò ëåæàùèå óãëû).
Íî Ð2 = Ð1 ïî óñëîâèþ, ñëåäîâàòåëüíî, Ð1 = Ð3 è rABP –  ðàâíî-
áåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ îñíîâàíèåì BP. Çíà÷èò, AB = AP = 17 cm.

2) AD = AP + PD = 17 + 21 = 38 (cm);
PABCD = 2 (AB + AD ) = 2 · (17 + 38) = 2 · 55 = 110 (cm).
Îòâåò: PABCD = 110 cm.
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó ïàðàëëåëîãðàììà âñå óãëû ðàâíû,

òî îí ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì.
Ðåøåíèå. Óãëû ïàðàëëåëîãðàììà, ïðèëåæàùèå ê îäíîé ñòîðîíå,

ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè îäíîñòîðîííèìè, ïîýòîìó èõ ñóììà ðàâíà
180°.  Òàê  êàê  ïî  óñëîâèþ çàäà÷è  ýòè  óãëû  ðàâíû,  òî  êàæäûé èç  íèõ
ïðÿìîé.   À ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî âñå óãëû ïðÿìûå, åñòü ïðÿìî-
óãîëüíèê.

 1. 1) Êàêîé ïàðàëëåëîãðàìì íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì?

2) Ñôîðìóëèðóéòå îñîáîå ñâîéñòâî ïðÿìîóãîëüíèêà.

 2. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD: AB = 9 cm, BC = 7 cm. Íàéäèòå:
1) ðàññòîÿíèå îò  òî÷êè C äî ñòîðîíû AD;
2) ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè AB è CD.

 3. Ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí 24 cm. Íàéäèòå ñóììó ðàñ-
ñòîÿíèé îò ïðîèçâîëüíîé âíóòðåííåé òî÷êè ïðÿìîóãîëüíèêà äî
åãî ñòîðîí.

 4. Ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD
ðàâåí  24  cm.  Òî÷êà  P – ñåðåäèíà
ñòîðîíû BC, à ÐAPD = 90° (ðèñ. 4).
Íàéäèòå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà.

 5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà äèàãîíàëè ðàâíû è äåëÿòñÿ
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïîïîëàì, òî ýòîò
÷åòûðåõóãîëüíèê – ïðÿìîóãîëüíèê.

 6. Ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû 4 cm è 7 cm. Ìîãóò ëè åãî
äèàãîíàëè ðàâíÿòüñÿ: 1) 12 cm è 5 cm;   2) 10 cm è 3 cm?

 7. Íàéäèòå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà, ïåðèìåòð êîòîðîãî ðàâåí 42 cm,
à îäíà ñòîðîíà â äâà ðàçà áîëüøå äðóãîé.
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Òå î ð åì à .

1. Ðîìá è åãî ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Ðîìáîì íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî âñå
ñòîðîíû ðàâíû (ðèñ. 1).

Òàê êàê ðîìá ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, òî îí îáëàäàåò âñåìè
ñâîéñòâàìè ïàðàëëåëîãðàììà. Ðàññìîòðèì îñîáîå  ñâîéñòâî ðîìáà.

Äèàãîíàëè ðîìáà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è äåëÿò åãî óãëû ïî-
ïîëàì, ò.å. ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè åãî óãëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äèàãîíàëè ðîìáà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå O (ðèñ. 2). Ïîñêîëüêó ñòîðîíû ðîìáà ðàâíû, òî òðåóãîëüíèê
ABC ðàâíîáåäðåííûé ñ îñíîâàíèåì AC, à ïî ñâîéñòâó äèàãîíàëåé
ïàðàëëåëîãðàììà òî÷êà O – ñåðåäèíà AC. Ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçîê BO –
ìåäèàíà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî
ÿâëÿåòñÿ åãî âûñîòîé è áèññåêòðèñîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî BD ^ AC, ò.å.
äèàãîíàëè ðîìáà ïåðïåíäèêóëÿðíû, è ÐABD = ÐCBD, ò.å. BD – áèñ-
ñåêòðèñà óãëà ABC.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî äèàãîíàëè ðîìáà ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðè-
ñàìè è äðóãèõ åãî óãëîâ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ä à ÷ à  1.  Äèàãîíàëü BD ðîìáà ABCD îáðàçóåò ñ åãî ñòîðîíîé
óãîë, ðàâíûé 35°. Íàéäèòå óãëû ðîìáà (ðèñ. 3).

Ðåøåíèå. Ïóñòü ÐABD = 35°, òîãäà ÐCBD = 35° (ïî ñâîéñòâó ðîìáà).
Ñëåäîâàòåëüíî, ÐABC = 2 ÐABD = 2 · 35° = 70°, ÐADC = ÐABC = 70°
(2- å ñâîéñòâî ïàðàëëåëîãðàììà), ÐDAB = 180° – ÐABC (1- å ñâîéñòâî
ïàðàëëåëîãðàììà). Çíà÷èò, ÐDAB = 180° – 70° = 110°, ÐBCD = ÐDAB = 110°
(2- å ñâîéñòâî ïàðàëëåëîãðàììà).

Îòâåò: 70°, 110°, 70°, 110°.
Ç à ä à ÷ à  2.  Ìîãóò ëè ðàçëè÷íûå ðîìáû èìåòü ðàâíûå ïåðèìåòðû?
Ðåøåíèå. Ðîìáû. êîòîðûå èìåþò ðàâíûå ïåðèìåòðû, ðàçëè÷àþòñÿ

ìåæäó ñîáîé òîëüêî óãëàìè. Íàïðèìåð, åñëè îñòðûé óãîë ðîìáà:
1) ðàâåí 40°, òî îñòàëüíûå óãëû ðàâíû 140°, 40°, 140° ñîîòâåòñòâåííî;
2) ðàâåí 15°, òî îñòàëüíûå óãëû ðàâíû 165°, 15°, 165° ñîîòâåòñòâåííî è

5–6. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÐÎÌÁÀ È ÊÂÀÄÐÀÒÀ
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ò.ä. Ïîäîáíî ýòîìó, ìîæíî âìåñòî îñòðîãî óãëà áðàòü ðàçëè÷íûå òóïûå
óãëû. Îòâåò: äà, ìîãóò.

2. Êâàäðàò è åãî ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòîì íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî
âñå ñòîðîíû ðàâíû.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì, ó êîòîðîãî âñå óãëû
ïðÿìûå ( ðèñ. 4, a). Êâàäðàò îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàì-
ìîì, ïðÿìîóãîëüíèêîì è ðîìáîì è, çíà÷èò, îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâà-
ìè ýòèõ ôèãóð. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâîéñòâà êâàäðàòà.

1°. Âñå óãëû êâàäðàòà ïðÿìûå.
2°. Äèàãîíàëè êâàäðàòà ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
3°. Äèàãîíàëè êâàäðàòà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, äåëÿò óãëû êâàä-

ðàòà ïîïîëàì è äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïîïîëàì (ðèñ. 4, á).
Äîêàæèòå ýòè ñâîéñòâà ñàìîñòîÿòåëüíî.
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ðîìáå äèàãîíàëè ðàâíû, òî ýòîò

ðîìá ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê  êàê  ðîìá  ÿâëÿåòñÿ  ïàðàëëåëîãðàììîì,  òî  èç

ïðèçíàêà ïðÿìîóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî ðîìá, ó êîòîðîãî ðàâíû äèà-
ãîíàëè, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì, à çíà÷èò, îí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì.

Çàäà÷à 4. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå äèàãîíàëè ïåðïåíäèêóëÿð-
íû è ðàâíû ìåæäó ñîáîé. ßâëÿåòñÿ ëè ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê êâàäðà-
òîì?

Ðåøåíèå. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåí îäèí èç ïðèìåðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ çàäà÷è. Â ýòîì ñëó÷àå îäíà èç äèàãîíàëåé ðàçäåëåíà ïîïîëàì
íà ÷àñòè. Íî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî íåêîòîðûå ñâîéñòâà
êâàäðàòà: 2° è 3°, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå âçàèìíîé ïåðïåíäèêóëÿð-
íîñòè äèàãîíàëåé è èõ ðàâåíñòâî. Ïîýòîìó ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê íå
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì. Â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ, îáå äèàãîíàëè ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ìîãóò äåëèòüñÿ ïîïîëàì. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê áóäåò êâàäðàòîì.

Îòâåò: íå îáÿçàòåëüíî.

A

B

a

C B C

D A D

AB = BC = CD = DA
FA = FB = FC =

 = FD = 90° O
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AC = BD,  AC ^ BD
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 1. 1) ×òî òàêîå ðîìá? Ïåðå÷èñëèòå ñâîéñòâà ðîìáà.
2) ×òî òàêîå êâàäðàò? Äàéòå îïðåäåëåíèå êâàäðàòà, èñõîäÿ èç ïîíÿ-
òèé: a) ïàðàëëåëîãðàììà; á) ðîìáà; â) ïðÿìîóãîëüíèêà.
3) Ïåðå÷èñëèòå ñâîéñòâà êâàäðàòà.

 2. Ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà 20 cm. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé äî îäíîé èç ñòîðîí êâàäðàòà.

 3. Ñòîðîíà ðîìáà ABCD ðàâíà 24 cm,
à óãîë A ðàâåí 30°. Íàéäèòå ðàñ-
ñòîÿíèå îò âåðøèíû B äî ïðîòèâî-
ëåæàùåé åé ñòîðîíû AD (ðèñ. 6).
Â ïóñòûå ìåñòà ïîñòàâüòå ñîîòâåòñò-
âóþùèå ÷èñëà.
Ðåøåíèå. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B äî ïðÿìîé AD ðàâíî äëèíå ïåð-
ïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåííîãî èç òî÷êè B íà ýòó ïðÿìóþ, ò.å. äëèíå
îòðåçêà BP. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABP: ÐAPB = ...°, ÐA = ...°,
AB = ... .
Òîãäà BP = 0,5 · ... = 0,5 · ... = ... (cm) (ïî ñâîéñòâó êàòåòà, ëåæàùåãî
ïðîòèâ óãëà...°).  Îòâåò: BP = .... cm.

 4. 1) (Ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ.) Êàê ìîæíî ïîñòðîèòü: 1) ðîìá èç äâóõ
ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ; 2) ðîìá è êâàäðàò èç ÷åòûðåõ ðàâíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ? Ïîêàæèòå âîçìîæíûå ðåøåíèÿ.

 5. Â ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê âïèñàí êâàäðàò
òàê, ÷òî äâå åãî âåðøèíû ëåæàò íà ãèïîòåíóçå, à äâå äðóãèå – íà
êàòåòàõ. Íàéäèòå ñòîðîíó êâàäðàòà, åñëè ãèïîòåíóçà ðàâíà 21 cm.

 6. Óãëû, îáðàçóåìûå äèàãîíàëÿìè ðîìáà ñ åãî ñòîðîíàìè,  îòíîñÿòñÿ
êàê 2 : 7. Íàéäèòå óãëû ðîìáà.

 7. Êàêàÿ ïîëó÷èòñÿ ôèãóðà, åñëè ñåðåäèíû ñòîðîí êâàäðàòà ïîñëåäî-
âàòåëüíî ñîåäèíèòü îòðåçêàìè?

 8. Äîêàæèòå, ÷òî âñå âûñîòû ðîìáà ðàâíû.
 9. Ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà îòíîñÿòñÿ êàê 2 : 4 : 5 : 7, à ïåðèìåòð

ðàâåí 108 cm. Íàéäèòå ñòîðîíû ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
10. Íàéäèòå ïåðèìåòð ðîìáà, ó êîòîðîãî îäèí èç óãëîâ ðàâåí 60°,

à ìåíüøàÿ äèàãîíàëü ðàâíà 16 cm.
11. Óãëû, îáðàçóåìûå äèàãîíàëÿìè ðîìáà ñ îäíîé èç åãî ñòîðîí, îòíî-

ñÿòñÿ êàê 5 : 4. Íàéäèòå óãëû ðîìáà.
12. Íàéäèòå ñòîðîíó êâàäðàòà, ïåðèìåòð êîòîðîãî ðàâåí ïåðèìåòðó

ïðÿìîóãîëüíèêà, èìåþùåãî äëèíó 32 cm, à øèðèíó 28 cm.
13. Íàéäèòå ïåðèìåòð ÷åòûðåõóãîëüíèêà, åñëè åãî íàèìåíüøàÿ ñòî-

ðîíà ðàâíà 5 cm, à êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ñòîðîíà íà 2 cm áîëüøå ïðå-
äûäóùåé.

A P D

B C

30 °
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Òå î ð åì à .

1. Îïðåäåëåíèå òðàïåöèè. Êàê èçâåñòíî, ëþáîé ïàðàëëåëîãðàìì
èìååò äâå ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí. Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê, êîòîðûé èìååò òîëüêî îäíó ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí.

Îïðåäåëåíèå 1. Òðàïåöèåé íàçûâàåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòî-
ðîãî äâå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû, à äâå äðóãèå íå ïàðàëëåëüíû.

Ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû òðàïåöèè íàçûâàþò åå îñíîâàíèÿìè, à íå
ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû – áîêîâûìè ñòîðîíàìè. Íà ðèñóíêå 1 â òðàïåöèè
ABCD ñòîðîíû AD è BC ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè, AB è CD áîêîâûìè
ñòîðîíàìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèåé íàçûâàåòñÿ òðàïåöèÿ, ó
êîòîðîé îäíà èç áîêîâûõ ñòîðîí ïåðïåíäèêóëÿðíà îñíîâàíèÿì (ðèñ. 2).

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèåé íàçûâàåòñÿ òðàïåöèÿ,
ó êîòîðîé áîêîâûå ñòîðîíû ðàâíû.

Íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåíà ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ ABCD : AB = CD.
2. Ïðèçíàê òðàïåöèè. Òåïåðü ðàññìîòðèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ÷åòû-

ðåõóãîëüíèê ABCD áóäåò òðàïåöèåé.

Åñëè â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñóììà äâóõ óãëîâ, ïðèëåæàùèõ ê îäíîé
ñòîðîíå, ðàâíà  180°, à ñóììà äâóõ óãëîâ, ïðèëåæàùèõ ê ñìåæíîé ñòîðîíå,
îòëè÷íà îò 180°, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ òðàïåöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ÐA + ÐB = 180° è
ÐA + ÐD ¹ 180°. Äîêàæåì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ÿâëÿåòñÿ òðàïå-
öèåé. Âî-ïåðâûõ, ïîêàæåì, ÷òî ïàðà åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí
ïàðàëëåëüíà. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ AB, BC (l1) è AD (l2) (ðèñ. 4). Ïî
óñëîâèþ ÐA + ÐB = 180°, òîãäà îòðåçêè AD è BC ïàðàëëåëüíû ïî ïðèç-
íàêó ïàðàëëåëüíîñòè (åñëè ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïðÿìûõ a è b òðåòüåé
ïðÿìîé c, ñóììà äâóõ âíóòðåííèõ îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ðàâíà 180°, òî
ïðÿìûå a è b ïàðàëëåëüíû.).

B C

A D
AD è BC – îñíîâàíèÿ,
AB è DC – áîêîâûå

ñòîðîíû

      ÐA = 90°,
ïðÿìîóãîëüíàÿ

òðàïåöèÿ

A

B C

D A

B

AB = DC,
ðàâíîáåäðåííàÿ

òðàïåöèÿ

C

D

AD || BC
AB || DC

1 2 3
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Òå î ð åì à .

Âî-âòîðûõ, óñòàíîâèì, ÷òî äâå äðóãèå ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD íå ïàðàëëåëüíû. Ïî óñëîâèþ ÐA + ÐD ¹ 180°, â ýòîì ñëó÷àå îòðåçêè
AB è DC áóäóò íå ïàðàëëåëüíû (ïî ïÿòîé àêñèîìå Åâêëèäà, ò.å. íå
âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ). Ñëåäîâàòåëüíî,
÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD áóäåò òðàïåöèåé. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.
Ñëåäñòâèå. Åñëè îäèí èç óãëîâ òðàïåöèè ðàâåí 90°, òî åùå îäèí óãîë

òðàïåöèè ðàâåí 90°.

Îïðåäåëåíèå 4. Âûñîòîé òðàïåöèè íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð,
ïðîâåäåííûé èç òî÷êè îäíîãî îñíîâàíèÿ ê ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé äðóãîå
îñíîâàíèå.

Ëþáîé îòðåçîê ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíûé îñíîâàíèÿì è çàêëþ-
÷åííûé ìåæäó íèìè, ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå âûñîòû òðàïåöèè, ò.å. â
òðàïåöèè ìîæíî ïðîâåñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî âûñîò (ðèñ. 5).

3. Ñâîéñòâî ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè.
Ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííóþ òðàïåöèþ ABCD, ãäå AD = a – áîëü-

øåå îñíîâàíèå, BC = b – ìåíüøåå îñíîâàíèå. Ïðîâåäåì èç âåðøèíû
B ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ âûñîòó BP (ðèñ. 6). Ïóñòü îñíîâàíèå âûñîòû
P ðàçáèâàåò ñòîðîíó AD íà îòðåçêè AP è PD.

Âûñîòà ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, îïóùåííàÿ èç âåðøèíû òóïîãî
óãëà, äåëèò áîëüøåå îñíîâàíèå òðàïåöèè íà ÷àñòè, ðàâíûå ïîëó-
ðàçíîñòè è ïîëóñóììå îñíîâàíèé, òî åñòü:

 
2

a b
AP

-= ,  
2

a b
PD

+= .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïóñòèì èç âåðøèíû C CF ^ AD. Ïðÿìîóãîëüíûå
òðåóãîëüíèêè ABP è DCF ðàâíû, òàê êàê ðàâíû èõ ãèïîòåíóçû:
AB = DC (ïî óñëîâèþ) è êàòåòû: BP = CF (êàê ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðàë-
ëåëüíûìè ïðÿìûìè BC è AD.) Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò,
÷òî AP = FD. Ïðÿìûå BP è CF, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îäíîé è òîé æå
ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíû. Òîãäà BC = PF = b. Èòàê,

2 2
AD PF a bAP FD - -= = = ,  

2 2
a b a bPD AD AP a - += - = - = .

B

A D l
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Òàêèì îáðàçîì, 
2

baAP -=  è 
2

baPD += .

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû óãëû

ïðè îñíîâàíèÿõ.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD – ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ, ò.å. AB = DC è

AD || BC. Äîêàæåì, ÷òî â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû óãëû ïðè îñ-
íîâàíèÿõ AD è BC (ÐA = ÐD, ÐB = ÐC).

Ïðîâåäåì âûñîòû èç âåðøèí (B è C) òóïûõ óãëîâ ê îñíîâàíèþ AD:
BP ^ AD, CF ^ AD (ñì. ðèñ. 6). Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëü-
íèêè ABP è DCF. Ó íèõ AB = DC, êàê áîêîâûå ñòîðîíû ðàâíîáåä-
ðåííîé òðàïåöèè, BP = CF, êàê ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè BC è AD. Ñëåäîâàòåëüíî, rABP = rDCF ïî ãèïîòåíóçå è
êàòåòó. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÐA = ÐD.

Óãëû òðàïåöèè A è B, C è D ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè îäíîñòî-
ðîííèìè óãëàìè, ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ AD è BC è ñåêóùèìè
AB è CD ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó ÐA + ÐB = 180° è ÐC + ÐD = 180°.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÐB = ÐC. Òàêèì îáðàçîì, óãëû ïðè îñíîâàíèè
ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû: ÐA = ÐD è ÐB = ÐC. ×òî è òðåáî-
âàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 2. Ìåíüøåå îñíîâàíèå ðàâíî-
áîêîé òðàïåöèè ðàâíî áîêîâîé ñòîðîíå, à
äèàãîíàëü ïåðïåíäèêóëÿðíà áîêîâîé ñòî-
ðîíå. Íàéäèòå óãëû òðàïåöèè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü äàíà ðàâíîáîêàÿ òðàïå-
öèÿ ABCD, â êîòîðîé AD || BC, AB = BC = CD,
AC ^ CD (ðèñ. 7). Ïî óñëîâèþ çàäà÷è òðå-
óãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé ñ îñíîâà-
íèåì AC, ñëåäîâàòåëüíî, ÐBCA = ÐCAB. Íî ÐA = ÐD,  êàê  óãëû  ïðè
îñíîâàíèè ðàâíîáîêîé òðàïåöèè, à ÐCAD = ÐBCA, êàê âíóòðåííèå
íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ïðè AD || BC è ñåêóùåé AC. Çíà÷èò,
ÐA = 2ÐCAD. Äàëåå, ïî óñëîâèþ òðåóãîëüíèê ACD – ïðÿìîóãîëüíûé,
òàê ÷òî ÐCAD + ÐD = 90°, íî òàê êàê ÐD = ÐA, òî 90° = 3ÐCAD, ñëåäî-
âàòåëüíî, ÐCAD = 30° è òîãäà ÐD = ÐA = 60°, ÐC = ÐB = 120°.

Îòâåò: ÐA = ÐD = 60°, ÐB = ÐC = 120°.
Çàäà÷à 3. Îòíîøåíèå ñòîðîí ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíî

1 : 1 : 1 : 2. Íàéäèòå óãëû ýòîé òðàïåöèè.
Ðåøåíèå. Ïóñòü â òðàïåöèè ABCD

AB = BC = CD = 1 è AD = 2. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç P ñåðåäèíó ñòîðîíû AD (ðèñ. 8). Â ÷å-
òûðåõóãîëüíèêå ABCP ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû AP è BC ðàâíû è ïàðàëëåëüíû.
Çíà÷èò, ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê – ïàðàëëå-
ëîãðàìì, è, ñëåäîâàòåëüíî, PC = AB = 1.
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Â òðåóãîëüíèêå PCD âñå ñòîðîíû ðàâíû 1, ïîýòîìó ÐPDC = 60°. Òàêèì
îáðàçîì, â òðàïåöèè ABCD ÐA = ÐD = 60° è ÐB = ÐC = 120°.

Îòâåò: ÐA = ÐD = 60°, ÐB = ÐC = 120°.

A D

B C 9

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

?
 1. 1) Êàêîé ÷åòûðåõóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ òðàïåöèåé? Êàêèå ñòîðîíû

íàçûâàþòñÿ: à) îñíîâàíèÿìè; á) áîêîâûìè ñòîðîíàìè?
2) Êàêàÿ òðàïåöèÿ íàçûâàåòñÿ: a) ðàâíîáåäðåííîé; á) ïðÿìî-
óãîëüíîé?

 2. Âûñîòà òðàïåöèè, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åãî âåðøèíó, ðàçáèâàåò òðà-
ïåöèþ íà äâå ïðÿìîóãîëüíûå òðàïåöèè. Ïîêàæèòå ýòî íà ÷åðòåæå.

 3. Áîêîâûå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè îòíîñÿòñÿ êàê 1 : 2.
Íàéäèòå íàèáîëüøèé óãîë òðàïåöèè.

 4. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû 12 ñm è 20 ñm, à áîêîâûå ñòîðîíû 4 ñm
è 11 ñm. Èç êîíöà ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàë-
ëåëüíàÿ ìåíüøåé áîêîâîé ñòîðîíå. Íàéäèòå ïåðèìåòð îòñå÷åííîãî
òðåóãîëüíèêà.

 5. Óãëû A è D ïðè îñíîâàíèè òðàïåöèè
ABCD ðàâíû  75°  è  55°  (ðèñ.  9).  Íàéäèòå
ãðàäóñíûå ìåðû îñòàëüíûõ åå óãëîâ. Çà-
ïîëíèòå ïðîïóñêè.
Ðåøåíèå. Óãëû A è B, C è D ÿâëÿþòñÿ îä-
íîñòîðîííèìè ïðè ïåðåñå÷åíèè ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìûõ AD è BC ñåêóùèìè  ...  è
... . Ñëåäîâàòåëüíî, ÐA + ÐB = ...° è
ÐC + ÐD = ...°. Òàê êàê ïî óñëîâèþ ÐA = 75° è ÐD = 55°, òî
ÐB = ...° - ÐA = ...° - ...° = ...°  è  ÐC = ...° - ÐD = ...° - ...° = ...°.
Îòâåò: ÐB = ...°, ÐC = ...°.

 6. Íàéäèòå îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, åñëè îäèí èç åå
óãëîâ ðàâåí 60°, äëèíà áîêîâîé ñòîðîíû 16 ñm, à ñóììà äëèí îñíî-
âàíèé 38 ñm.

 7. Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû òó-
ïîãî óãëà, äåëèò áîëüøåå îñíîâàíèå íà îòðåçêè 3 ñm è 17 ñm. Íàé-
äèòå îñíîâàíèÿ òðàïåöèè.

 8. Äîêàæèòå, ÷òî äèàãîíàëè ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû.
 9. Ìîæåò ëè â òðàïåöèè áûòü: 1) òðè ïðÿìûõ óãëà; 2) òðè îñòðûõ óãëà;

3) ñóììà òðåõ óãëîâ ðàâíîé 180°? Îáîñíóéòå îòâåòû.
10. Íàéäèòå óãëû ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè, åñëè îòíîøåíèå íàèáîëü-

øåãî è íàèìåíüøåãî èõ íèõ ðàâíî 5 : 4.
11. Íàéäèòå íåèçâåñòíûå óãëû ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, â êîòîðîé

âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû òóïîãî óãëà, îáðàçóåò ñ áîêîâîé
ñòîðîíîé óãîë 19°.

12. Äèàãîíàëü ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè äåëèò ïîïîëàì åå òóïîé óãîë.
Íàéäèòå ïåðèìåòð òðàïåöèè, åñëè åå îñíîâàíèÿ ðàâíû 10 ñm è 20 ñm.htt
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Òå î ð åì à .

Åñëè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå ñòîðîíû óãëà, îòñå-
êàþò íà îäíîé ñòîðîíå ðàâíûå îòðåçêè, òî îíè îòñåêàþò ðàâíûå îò-
ðåçêè è íà äðóãîé åãî ñòîðîíå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà ñòîðîíå (ëó÷å)
a óãëà aOb ñ âåðøèíîé O îòëîæåíû ðàâíûå
îòðåçêè A1A2 è A2A3, è ÷åðåç èõ êîíöû
(A1, A2, A3) ïðîâåäåíû ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå
A1B1, A2B2 è A3B3, ïåðåñåêàþùèå ñòîðîíó
(ëó÷à) b â òî÷êàõ B1, B2, B3  (ðèñ. 1).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííûå îòðåç-
êè B1B2 è B2B3 ðàâíû,  ò.å.  åñëè  A1A2 = A2A3,
òî B1B2 = B2B3.

Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó B2 ïðÿìóþ CD,
ïàðàëëåëüíóþ ëó÷ó a (ðèñ.  2).  Ïóñòü  ýòà
ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïðÿìûå A1B1 è A3B3 â
òî÷êàõ C è D. ×åòûðåõóãîëüíèêè A1CB2A2 è
A2B2DA3 – ïàðàëëåëîãðàììû ïî îïðåäåëåíèþ,
òàê êàê ïî óñëîâèþ ïðîòèâîïîëîæíûå ñòî-
ðîíû ðàâíû è ïî ïîñòðîåíèþ ïàðàëëåëüíû.

Ïî óñëîâèþ A1A2 = A2A3, A1A2 = CB2 è
A2A3 = B2D, êàê ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû
ïàðàëëåëîãðàììà. Ñëåäîâàòåëüíî, CB2 = B2D.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè B1B2C è B3B2D. Ó íèõ CB2 = B2D ïî äîêà-
çàííîìó, Ð1 = Ð2 êàê âåðòèêàëüíûå, à Ð3 = Ð4 êàê âíóòðåííèå íàêðåñò
ëåæàùèå ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ A1B1 è A3B3 è ñåêóùåé CD.

Ñëåäîâàòåëüíî, rB1B2C = rB3B2D ïî âòîðîìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêîâ, îòêóäà B1B2 = B2B3.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè A1A2 = A2A3, òî B1B2 = B2B3. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèìå÷àíèå! Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â óñëîâèè òåîðåìû Ôàëåñà

âìåñòî ñòîðîí óãëà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëþáûå äâå ïðîèçâîëüíûå
ïðÿìûå, ïðè ýòîì çàêëþ÷åíèå òåîðåìû áóäåò òî æå.

Ïîýòîìó òåîðåìà Ôàëåñà ìîæåò ôîðìóëèðîâàòüñÿ è ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Ñëåäñòâèå. Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå äâå äàííûå
ïðÿìûå è îòñåêàþùèå íà îäíîé ïðÿìîé ðàâíûå îòðåçêè, îòñåêàþò
ðàâíûå îòðåçêè è íà äðóãîé ïðÿìîé.

§ 2. ÒÅÎÐÅÌÀ ÔÀËÅÑÀ È ÅÅ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ

9. ÒÅÎÐÅÌÀ ÔÀËÅÑÀ
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Çàäà÷à 1. (Äåëåíèå îòðåçêà íà ðàâíûå ÷àñòè.) Ðàçäåëèì îòðåçîê AB
íà n ðàâíûõ ÷àñòåé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü äàí îòðåçîê AB. Ïîêàæåì, êàê ðàçäåëèòü åãî íà
n ðàâíûõ ÷àñòåé. Äëÿ ýòîãî èç òî÷êè A ïðîâåäåì ëó÷ AC íå ëåæàùèé
íà ïðÿìîé AB, è íà íåì îò òî÷êè A îòëîæèì ïîñëåäîâàòåëüíî n ðàâ-
íûõ îòðåçêîâ AA1, A1A2, A2A3, ..., An—1An, ò.å. ñòîëüêî, íà ñêîëüêî ðàâ-
íûõ ÷àñòåé íóæíî ðàçäåëèòü äàííûé îòðåçîê AB (ðèñ. 3, n = 6). Ïðîâå-
äåì ïðÿìóþ AnB (òî÷êà An – êîíåö ïîñëåäíåãî îòðåçêà) è ïàðàë-
ëåëüíûå åé ïðÿìûå ÷åðåç òî÷êè A1, A2, A3, ..., An—1. Ïî òåîðåìå Ôàëåñà
ýòè ïðÿìûå äåëÿò îòðåçîê AB â òî÷êàõ B1, B2, B3, ..., Bn—1 íà n ðàâíûõ
÷àñòåé: AB1 = B1B2 = ... = Bn—1B.

Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ðàçäåëèòü ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê íà ëþáîå
êîëè÷åñòâî ðàâíûõ ÷àñòåé.

Çàäà÷à 2. Â òðåóãîëüíèêå ABC  ñòîðîíà BC ðàçäåëåíà íà ÷åòûðå
ðàâíûå ÷àñòè, è ÷åðåç ïîëó÷åííûå òî÷êè äåëåíèÿ ïðîâåäåíû ïðÿìûå,
ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíå AB ðàâíîé 18 cm. Íàéäèòå îòðåçêè ïðÿìûõ, çàêëþ-
÷åííûå âíóòðè òðåóãîëüíèêà.

Äàíî: â rABC: BB1 = B1B2 = B2B3 = B3C, AB = 18 cm;

B1C3 || B2C2 ||B3C1 || AB.

Íàéòè: B1C3, B2C2, B3C1 (ðèñ. 4).

Ðåøåíèå. 1) Ïðîâåäåì A1B3 || A2B2 || A3B1 || AC.
2) Ïî òåîðåìå Ôàëåñà:

AA1 = A1A2 = A2A3 = A3B = AB : 4 = 18 : 4 = 4,5 (cm).

3) ×åòûðåõóãîëüíèê AA1B3C1 – ïàðàëëåëîãðàìì ïî îïðåäåëåíèþ, òàê
êàê AA1 || C1B3 (ïî óñëîâèþ) è A1B3 || AC1  (ïî ïîñòðîåíèþ). Ñëåäîâàòåëüíî,
AA1 = C1B3 = 4,5 (cm).

4) ×åòûðåõóãîëüíèê AA2B2C2 – ïàðàëëåëîãðàìì ïî îïðåäåëåíèþ, òàê
êàê AA2 || C2B2 (ïî óñëîâèþ) è A2B2 || AC2  (ïî ïîñòðîåíèþ). Ñëåäîâàòåëüíî,

AA2 = C2B2 = 2AA1 = 2 · 4,5 = 9 (cm).
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5) ×åòûðåõóãîëüíèê AA3B1C3 – ïàðàëëåëîãðàìì ïî îïðåäåëåíèþ, òàê
êàê AA3 || C3B1  (ïî óñëîâèþ) è A3B1 || AC3 (ïî ïîñòðîåíèþ). Ñëåäîâàòåëüíî,

AA3 = C3B1 = 3AA1 = 3 · 4,5 = 13,5 (cm).
Îòâåò: C1B3 = 4,5 cm, C2B2 = 9 cm, C3B1 = 13,5 cm.

?

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

 1. 1) Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Ôàëåñà.
2) Êàê, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôàëåñà, ðàçäåëèòü îòðåçîê íà n ðàâíûõ
÷àñòåé?

 2. Ðàçäåëèòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè îòðåçîê AB: 1) íà äâå
ðàâíûå ÷àñòè; 2) íà òðè ðàâíûå ÷àñòè; 3) íà øåñòü ðàâíûõ ÷àñòåé.

 3. Äàíî: ÐA, AB = BD = 7 cm, BC || DE, CE = 5 cm (ðèñ. 5).
Íàéòè: AC.

4. Äàíî: ÐaOb, OA = AA1 = A1A2 = A2A3 = A3A4,
        AB || A1B1 || A2B2 || A3B3 || A4B4, OB4 = 8 cm (ðèñ. 6).
Íàéòè: OB1, OB2, OB3.

 5. Òî÷êè M è N – ñåðåäèíû ñòîðîí BC è AD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD.
Äîêàæèòå. ÷òî ïðÿìûå BN è MD äåëÿò äèàãîíàëü AC íà òðè ðàâíûå
÷àñòè (ðèñ. 7).

 6. Â òðàïåöèè ABCD ÷åðåç âåðøèíó B ïðîâåäåíà
ïðÿìàÿ BK, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå CD (ðèñ. 8).

1) Äîêàæèòå, ÷òî KBCD – ïàðàëëåëîãðàìì.
2) Íàéäèòå ïåðèìåòð òðàïåöèè, åñëè BC = 4 cm,
PABK = 11 cm.

 7. Ðàçäåëèòå äàííûé îòðåçîê AB: 1) íà ÷åòûðå
ðàâíûå ÷àñòè; 2) íà ïÿòü ðàâíûõ ÷àñòåé.

 8. Ïî äàííûì ðèñóíêà 9 íàéäèòå x, åñëè a || b.
 9. Äàíî: ÐaOb,  OA = AA1 = A1A2 = A2A3 = A3A4,

AB || A1B1 || A2B2 || A3B3 || A4B4, OB4 – B3B4 = 18 cm
(ñì. ðèñ. 6).
Íàéòè: OB1, OB2, OB3.
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Ò å î ð å ì à  1 .

1. Ñâîéñòâî ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà.

Îïðåäåëåíèå. Ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ îòðåçîê,
ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû äâóõ åãî ñòîðîí.

Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè D è E – ñåðåäèíû ñòîðîí AB è
BC  ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. AD = DB è CE = EB. Ñîåäèíèì ýòè òî÷êè
îòðåçêîì DE. Îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ëèíèè DE ñòîðîíà AC ÿâëÿåòñÿ
îñíîâàíèåì òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 1). Â ëþáîì òðåóãîëüíèêå èìåþòñÿ òðè
ñðåäíèå ëèíèè (ðèñ. 2).

Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ïàðàëëåëüíà îäíîé èç åãî ñòîðîí è
ðàâíà ïîëîâèíå ýòîé ñòîðîíû.

Äàíî: â rABC: AD = DB, CE = EB, DE – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ (ðèñ. 2).

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü: 1) DE || AC;  2) 1
2

DE AC= .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü DE – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ABC.
Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó D ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ AC. Ïî òåîðåìå Ôà-
ëåñà îíà ïåðåñåêàåò îòðåçîê BC â åãî ñåðåäèíå, ò.å. ñîäåðæèò ñðåäíþþ
ëèíèþ DE. Çíà÷èò, ñðåäíÿÿ ëèíèÿ DE ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå AC.

2) Ïðîâåäåì òåïåðü ñðåäíþþ ëèíèþ EF. Ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàí-
íîìó îíà áóäåò ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå AB, ò.å. EF || AB, îòñþäà EF || AD.
×åòûðåõóãîëüíèê ADEF ñ ïîïàðíî ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè ïî îïðå-
äåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, îòêóäà DE = AF. À ïîñêîëüêó
F – ñåðåäèíà AC, òî 1

2
DE AC= . ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ðàâåí p, ñåðåäèíû ñòîðîí ñîåäè-
íåíû îòðåçêàìè. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïîëó÷èâøåãîñÿ òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Ñòîðîíû ïîëó÷èâøåãîñÿ òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ ñðåäíè-
ìè ëèíèÿìè èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 3). Ñëåäîâàòåëüíî, îíè
ðàâíû ïîëîâèíàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí. Ïîýòîìó èñêîìûé ïåðè-
ìåòð ðàâåí ïîëîâèíå ïåðèìåòðà èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà, ò.å.:

 PDEF = DE + EF + FD = 0,5(AC + AB + BC) = 0,5p.  Îòâåò:  0,5p.

A

B1

C A F C A F C

B B

D EEDD E

2 3

10–11. ÑÂÎÉÑÒÂÎ ÑÐÅÄÍÅÉ ËÈÍÈÈ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊÀ.
 ÑÂÎÉÑÒÂÎ ÑÐÅÄÍÅÉ ËÈÍÈÈ ÒÐÀÏÅÖÈÈ
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Ò å î ð å ì à  2 .

2. Ñâîéñòâî ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ñðåäíåé ëèíèåé òðàïåöèè íàçûâàåòñÿ îòðåçîê, ñîå-
äèíÿþùèé ñåðåäèíû åå áîêîâûõ ñòîðîí.

Ïóñòü äàíà òðàïåöèÿ ABCD, ãäå AD è BC – îñíîâàíèÿ òðàïåöèè;
òî÷êè E è F – ñåðåäèíû áîêîâûõ ñòîðîí (ðèñ. 4). Òîãäà EF – ñðåäíÿÿ
ëèíèÿ òðàïåöèè.

Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèÿì è ðàâíà èõ
ïîëóñóììå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü EF – ñðåä-
íÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ABCD  (AD || BC)  ñ
îñíîâàíèÿìè AD è BC. Ïðîâåäåì ïðÿ-
ìóþ BF è îòìåòèì òî÷êó P – òî÷êó ïåðå-
ñå÷åíèÿ BF  è AD (ðèñ. 5). Òðåóãîëüíèêè
BCF è PDF ðàâíû ïî âòîðîìó ïðèçíàêó
ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ (CF = DF  ïî
óñëîâèþ, Ð1 = Ð2 êàê âåðòèêàëüíûå,
Ð3 = Ð4 êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæà-
ùèå óãëû ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ BC
è AD è ñåêóùåé CD). Èç ðàâåíñòâà ýòèõ
òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò, ÷òî BF = PF è,
çíà÷èò, EF – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëü-
íèêà ABP.  Èç òåîðåìû î ñðåäíåé ëèíèè
òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî

EF || AP  è = 1
2

EF AP .

Òàê êàê AD || BC, òî EF áóäåò ïàðàë-
ëåëüíà îáîèì îñíîâàíèÿì è, êðîìå òîãî,

= = + = +1 1 1
( (

2 2 2
) )EF AP AD DP AD BC .

Çíà÷èò, EF || AD || BC è

 1
(

2
)EF AD BC= + . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó áîêîâîé ñòîðîíû
òðàïåöèè è ïàðàëëåëüíàÿ îñíîâàíèÿì, äåëèò âòîðóþ áîêîâóþ ñòîðîíó
ïîïîëàì.

Äîêàæèòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.

 1. 1) ×òî íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà?
2) ×òî íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé òðàïåöèè?

A D

B C

E F

B

A D P

E F

4

5 C

3
1

2
4

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ
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 2. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâíû 5 cm, 7 cm è 11 cm. Íàéäèòå
ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíû
ñòîðîí äàííîãî òðåóãîëüíèêà.

 3. Íàéäèòå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, ñðåäíèå ëèíèè êîòîðîãî ðàâíû
6 cm, 7 cm è 9 cm ñîîòâåòñòâåííî.

 4. Äèàãîíàëè òðàïåöèè äåëÿò åå ñðåäíþþ ëè-
íèþ EF íà îòðåçêè, äëèíû êîòîðûõ ðàâíû
5 cm, 7 cm è 4  cm (ðèñ.  6).  Íàéäèòå äëèíû
îñíîâàíèé òàïåöèè. Çàïîëíèòå ïðîïóñêè.
 Ðåøåíèå. Â òðåóãîëüíèêå ABC îòðåçîê EP
ÿâëÿåòñÿ ... . Ñëåäîâàòåëüíî, BC = 2 · ... cm =
= ... cm (ïî ñâîéñòâó ...). Â òðåóãîëüíèêå
ACD îòðåçîê PF ÿâëÿåòñÿ  ... . PF = ... + ... =
= ... cm + ... cm = ... cm.
Ïîýòîìó AD = 2 · ... cm = ... cm.    Îòâåò: ... cm, ... cm.

 5. Êàæäàÿ èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ðàçäåëåíà íà òðè ðàâíûõ îò-
ðåçêà, è òî÷êè äåëåíèÿ ñîåäèíåíû îòðåçêàìè. Íàéäèòå ïåðèìåòð
îáðàçîâàâøåéñÿ ïðè ýòîì ôèãóðû (ðèñ. 7), åñëè ïåðèìåòð èñõîä-
íîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí p.

 6. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû: 1) 4,5 dm è 8,2 dm; 2) 9 cm è 21 cm.
×åìó ðàâíà äëèíà ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè?

 7. Â òðàïåöèè ABCD (ðèñ. 8) îòðåçîê EF ïàðàëëåëåí ñòîðîíå CD,
à òî÷êà E – ñåðåäèíà AB. Äîêàæèòå, ÷òî EF = 0,5CD.

 8. Âû÷èñëèòå íåèçâåñòíûå äëèíû íà ðèñóíêå 9.
 9. Äèàãîíàëè òðàïåöèè äåëÿò åå ñðåäíþþ ëèíèþ íà ÷àñòè, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ðàâíà 6 cm. Íàéäèòå îñíîâàíèÿ òðàïåöèè.
10. Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè äèàãîíàëü äëèíîé 6 cm îáðàçóåò

ñ îñíîâàíèåì óãîë 60°. Íàéäèòå ñðåäíþþ ëèíèþ òðàïåöèè.
11. Áîëüøåå îñíîâàíèå òðàïåöèè â 3 ðàçà áîëüøå ìåíüøåãî. Íàéäèòå

îñíîâàíèÿ òðàïåöèè, åñëè ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ðàâíà 20 cm.
12. Ïåðèìåòð òðàïåöèè 40 cm, ñóììà íå ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí ðàâíà

16 cm. Íàéäèòå ñðåäíþþ ëèíèþ òðàïåöèè.

ABCD – òðàïåöèÿ.
Íàéòè: x, y, z.

B C4

A   8 D

P

F

E

P1

F1

E1

x

y

z

9B

CA

7 B  C

A D

E

F

8

A D

B C

E F
P T
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I. Çàäà÷è äëÿ èññëåäîâàíèÿ.
Çàäà÷à 1. Ïîñòðîéòå ìíîãîóãîëüíèê, èìåþùèé n ñòîðîí, åñëè: 1) n = 5;

2) n = 7; 3) n = 8. Ðàññóæäàÿ, âûâîäèì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà
ðàçíûõ äèàãîíàëåé (dn ) ìíîãîóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. 1) n = 5. Èç âåðøèíû A âûõîäèò ïî 2 äèàãîíàëè: AC è AD, èç
âåðøèíû B âûõîäèò ïî 2 äèàãîíàëè: BD è BE è ò.ä. Èòàê, èç êàæäûõ
ïÿòè òî÷åê âûõîäèò ïî 2 äèàãîíàëè (ðèñ. 1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî äèàãîíàëåé, èñ-
õîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû âûïóêëîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà, ìåíüøå ÷åì ÷èñëî ñòîðîí (âåðøèí) íà
òðè, ò.å. ðàâíî 5 – 3 = 2. ×òîáû íàéòè îáùåå
÷èñëî âñåõ äèàãîíàëåé, èñõîäÿùèõ èç êàæäîé
âåðøèíû, ÷èñëî ñòîðîí óìíîæèì íà 2:

5 · (5 – 3) = 5 · 2 = 10.
Íî ÷òîáû ïîëó÷èòü îòâåò, íàäî ïðîèçâåäåíèå

5•2 ðàçäåëèòü íà 2, òàê êàê êàæäóþ èç äèàãîíàëåé
â ýòèõ ïåðå÷èñëåíèÿõ çàñ÷èòûâàëè äâàæäû (AC è
CA, BD è DB  è  ò.ä.  ðàçíûå îáîçíà÷åíèÿ îäíîé è
òîé æå äèàãîíàëè, ò.å. îíè íå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè):

5 · 2 : 2 = 5.
×èñëî ðàçíûõ äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà ìîæíî íàéòè è òàê:

 
1

5
1

5 (5 3) 5 2
2 2

.d × - ×
= = = 5

Îòâåò: 5.
2) n = 7. Ïðè  ðåøåíèè çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå.

Ó÷èòûâàÿ íàéäåííóþ çàêîíîìåðíîñòü (ïî àëãîðèòìó), ìû ìîæåì íàõîäèòü
îáùåå ÷èñëî ðàçíûõ äèàãîíàëåé ñåìèóãîëüíèêà, íå ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèé
(ðèñ. 2):

E

A

B
C

D

1

A

B

C

B

C

D

E

F

G

H

AD

E

F

G

2 3

12. ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀÍÈß È ÈÕ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ
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 2

7
1

7 (7 3) 7 4
2 2

.d × - ×
= = = 14

Îòâåò: 14.
3) n = 8. Ïðè  ðåøåíèè çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå.

Ó÷èòûâàÿ íàéäåííóþ çàêîíîìåðíîñòü (ïî àëãîðèòìó) ìû ìîæåì íàõîäèòü
îáùåå ÷èñëî ðàçíûõ äèàãîíàëåé âîñüìèóãîëüíèêà, íå ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèé
(ðèñ. 3):

4

8
1

8 (8 3) 8 5
2 2

.d × - ×
= = = 20

Îòâåò: 20.
Èòàê, âñåãî ÷èñëî ðàçíûõ äèàãîíàëåé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

( 3)
2n

n n
d

-= .

Ïðèìå÷àíèå! Äèàãîíàëè, èñõîäÿùèå èç îäíîé âåðøèíû â âûïóêëîì
n-óãîëüíèêå, äåëÿò åãî íà (n – 2) òðåóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 2. Ìîæåò ëè ÷èñëî ðàçíûõ äèàãîíàëåé ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíî 25?

Ðåøåíèå. ×èñëî ðàçíûõ äèàãîíàëåé n- óãîëüíèêà ðàâíî 
( 3)

2
-=n

n nd .

Çíà÷èò, 
( 3)

2
25

n n - = . Òîãäà n(n - 3) = 50 èëè n(n - 3) = 2 · 5 · 5. Îòñþäà

âèäíî, ÷òî ÷èñëî 50 íåëüçÿ âûðàçèòü ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ðàçíûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, ðàçëè÷àþùèõñÿ íà 3. Ïîýòîìó ó ìíîãîóãîëüíèêà ÷èñëî
ðàçíûõ äèàãîíàëåé ðàâíûì 25 íå ìîæåò áûòü.

Îòâåò: íåò, íå ñóùåñòâóåò.
Çàäà÷à 3. Â êàáèíåòå ìàòåìàòèêè 15 ÷åðòåæåé òðåóãîëüíèêîâ è ÷å-

òûðåõóãîëüíèêîâ. ×èñëî âñåõ ñòîðîí ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàâíî 53.
Ñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ è ñêîëüêî ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ íà ÷åðòåæàõ?

Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ïðè ëþáûõ íàòóðàëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ êðàòíî ÷åòûðåì. ×òîáû ñóììà áûëà íå÷åòíàÿ, ò.å. êîëè÷åñòâî
òðåóãîëüíèêîâ äîëæíî áûòü íå÷åòíûì ÷èñëîì.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ïî óñëîâèþ çàäà÷è: 3x + 4y = 53.
Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè.
Ñëó÷àé 1. Ïóñòü x = 1 è y = 14. Òîãäà 3 · 1 + 4 · 14 = 53, ò.å.  59 ¹ 53.
Ñëó÷àé 2. Ïóñòü x = 3 è y = 13. Òîãäà 3 · 3 + 4 · 12 = 53, ò.å.  57 ¹ 53.
Ñëó÷àé 3. Ïóñòü x = 5 è y = 10. Òîãäà 3 · 5 + 4 · 10 = 53, ò.å. 55 ¹ 53.
Ñëó÷àé 4. Ïóñòü x = 7 è y = 8. Òîãäà  3 · 7 + 4 · 8 = 53, ò.å.  53 = 53.
Óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíåíî, ïîýòîìó äðóãèå ñëó÷àè íå ðàññìàòðèâà-

þòñÿ. Îòâåò: 7 òðåóãîëüíèêîâ, 8 ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ.
Äîïîëíèòåëüíûå çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ:

 1. Â âûïóêëîì ìíîãîóãîëüíèêå ÷èñëî äèàãîíàëåé, èñõîäÿùèõ èç îäíîé
âåðøèíû, ðàâíî 13. ×åìó ðàâíî ÷èñëî ñòîðîí ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà?
×èñëî âñåõ åãî äèàãîíàëåé?

 2. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãîóãîëüíèê: 1) ÷èñëî äèàãîíàëåé êîòîðîãî ðàâíî
÷èñëó åãî ñòîðîí; 2) ÷èñëî äèàãîíàëåé êîòîðîãî áîëüøå ÷èñëà åãî
ñòîðîí?htt
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ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÌÀÒÅÐÈÀË,
ÐÀÇÂÈÂÀÞÙÈÉ ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÅ

ÊÎÌÏÅÒÅÍÖÈÈ

ÏÐÀÂÈËÜÍÛÅ ÌÍÎÃÎÓÃÎËÜÍÛÅ
ÏÀÐÊÅÒÛ

Âû, êîíå÷íî, çíàåòå, ÷òî òàêîå ïàðêåò. Îáû÷íî
ïàðêåò âûêëàäûâàþò èç äîùå÷åê, èìåþùèõ ôîðìó
ïðÿìîóãîëüíèêà, è ÷àùå âñåãî «åëî÷êîé» è ò.ä.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè ïàðêåò – ýòî ïîê-
ðûòèå ïëîñêîñòè ãåîìåòðè÷åñêèìè ôèãóðàìè áåç
çàçîðîâ è ïåðåñå÷åíèé. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïàð-
êåòû èç ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ – òðåóãîëü-
íèêà, ÷åòûðåõóãîëüíèêà è øåñòèóãîëüíèêà. Ñàìûé
ïðîñòîé ïðèìåð ïàðêåòà, ñîñòàâëåííîãî èç îäèíà-
êîâûõ êâàäðàòîâ, – ýòî âàøà òåòðàäü â êëåòî÷êó. Íà
ðèñ. 1 èçîáðàæåí ïàðêåò èç ïðàâèëüíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ; íà ðèñ. 2 ïàðêåò èç ïðàâèëüíûõ ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêîâ è øåñòèóãîëüíèêîâ; íà ðèñ. 3 ïàðêåò èç
òðåóãîëüíèêîâ, ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ è øåñòèóãîëü-
íèêîâ; íà ðèñ. 4 ïàðêåò èç òðåóãîëüíèêîâ è øåñòè-
óãîëüíèêîâ.

Ïàðêåòîì íàçûâàåòñÿ òàêîå çàïîëíåíèå ïëîñ-
êîñòè ìíîãîóãîëüíèêàìè, ïðè êîòîðîì ëþáûå äâà
ìíîãîóãîëüíèêà ëèáî èìåþò îáùóþ ñòîðîíó, ëèáî
èìåþò îáùóþ âåðøèíó, ëèáî íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.

Ïàðêåò íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè îí ñîñòîèò
èç ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ è âîêðóã êàæäîé
âåðøèíû ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè ðàñïîëîæå-
íû îäíèì è òåì æå ñïîñîáîì.

Ïðèìåðû ïðàâèëüíûõ ïàðêåòîâ äàþò çàïîë-
íåíèÿ ïëîñêîñòè: ïðàâèëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè;
êâàäðàòàìè è ïðàâèëüíûìè øåñòèóãîëüíèêàìè. Äî-
êàæåì, ÷òî äðóãèìè ðàâíûìè ïðàâèëüíûìè ìíîãî-
óãîëüíèêàìè çàïîëíèòü ïëîñêîñòü íåëüçÿ. Âîñïîëü-
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çóåìñÿ òåì, ÷òî ñóììà óãëîâ ìíîãîóãîëüíèêîâ,
ñõîäÿùèõñÿ â îäíîé âåðøèíå ïàðêåòà, äîëæíà
áûòü ðàâíà 360°.

Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûå ïÿòèóãîëüíèêè.
Óãëû ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà ðàâíû 108°. Â
îäíîé âåðøèíå ïàðêåòà íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ
òðè ïðàâèëüíûõ ïÿòèóãîëüíèêà, òàê êàê ñóììà
óãëîâ â ýòîì ñëó÷àå áóäåò 324° < 360°. Åñëè æå
÷èñëî ïðàâèëüíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ áîëüøå èëè
ðàâíî  4,  òî  ñóììà  óãëîâ  áóäåò  áîëüøå  èëè
ðàâíà 432° > 360°. Ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò ïðà-
âèëüíîãî ïàðêåòà èç ïÿòèóãîëüíèêîâ. Àíàëî-
ãè÷íî, â îäíîé âåðøèíå íå ìîæåò ñõîäèòñÿ
òðè èëè áîëåå ïðàâèëüíûõ ñåìèóãîëüíèêîâ,
âîñüìèóãîëüíèêîâ è ò.ä., òàê êàê èõ óãëû áîëü-
øå 120°  è â ñóììå îíè áóäóò ñîñòàâëÿòü âåëè-
÷èíó, áîëüøóþ 360°. Ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò
ïðàâèëüíûõ ïàðêåòîâ èç ñåìèóãîëüíèêîâ, âîñü-
ìèóãîëüíèêîâ è ò.ä. Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåí
ïàðêåò èç òðåóãîëüíèêîâ (60° + 90° + 90° +
+ 120° = 360°), ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ è øåñòè-

óãîëüíèêîâ,  íî îí îòëè÷àåòñÿ îò  ðèñ.  3   íàáîðîì óãëîâ;  íà ðèñ.  6  èçîá-
ðàæåí ïàðêåò èç ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ è êâàäðàòîâ. Ïîïðîáóéòå
íàðèñîâàòü ïàðêåòû èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 5 è 6.

Ðàñøèðèì ñïîñîáû ñîñòàâëåíèÿ ïàðêåòîâ èç ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëü-
íèêîâ, ðàçðåøèâ èñïîëüçîâàòü ìíîãîóãîëüíèêè ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ñòî-
ðîí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a

1
, a

2
, ... óãëû ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ,

èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó. Ðàñïîëîæèì èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî ñóììà âñåõ òàêèõ óãëîâ äîëæíà áûòü ðàâíà 360°, ñîñòàâèì òàá-
ëèöó, ñîäåðæàùóþ âîçìîæíûå íàáîðû òàêèõ óãëîâ, è óêàæåì ñîîòâåòñò-
âóþùèå ïàðêåòû.

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a1 + a2 + a3 + ... = 360°     

60° 60° 60° 60° 60° 60° Ïàðêåò èç òðåóãîëüíèêîâ

60° 60° 120° 120° Ïàðêåò èç òðåóãîëüíèêîâ è
øåñòèóãîëüíèêîâ

60° 90° 90° 120° Ïàðêåò èç òðåóãîëüíèêîâ, ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêîâ è øåñòèóãîëüíèêîâ

60° 150° 150° Ïàðêåò èç òðåóãîëüíèêîâ è
äâåíàäöàòèóãîëüíèêîâ

90° 90° 90° 90° Ïàðêåò èç êâàäðàòîâ

120° 120° 120° Ïàðêåò èç øåñòèóãîëüíèêîâ
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 1. Äëèíû äâóõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà îòíîñÿòñÿ êàê 3 : 5, à åãî ïå-
ðèìåòð ðàâåí 40 cm. Íàéäèòå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà.

 2. Ïåðèìåòð ïàðàëëåëîãðàììà ðàâåí 30 cm. Íàéäèòå ñòîðîíû ïàðàëëå-
ëîãðàììà, åñëè îäíà èç ñòîðîí â 4 ðàçà áîëüøå äðóãîé.

 3. Â ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè îñòðûé óãîë ðàâåí 45°. Íàéäèòå áîëüøåå
îñíîâàíèå, åñëè ìåíüøàÿ áîêîâàÿ ñòîðîíà è ìåíüøåå îñíîâàíèå
ðàâíû 16 ñì.

4. Â òðàïåöèè ABCD AD – áîëüøåå îñíîâàíèå. ×åðåç âåðøèíó B ïðîâå-
äåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå CD è ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíó AD
â òî÷êå E, BC = 7 cm, AE = 4 cm. Íàéäèòå: 1) ñðåäíþþ ëèíèþ òðàïå-
öèè; 2) ïåðèìåòð òðàïåöèè, åñëè PABE = 17 cm.

 1. Îäèí èç óãëîâ âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà – ïðÿìîé, à îñòàëüíûå
îòíîñÿòñÿ êàê 3 : 4 : 8. Íàéäèòå íàèìåíüøèé óãîë ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
A) 72°; Á) 54°; Â) 144°; Ã) 90°.

 2. Ñêîëüêî óãëîâ èìååò âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, êàæäûé óãîë êîòî-
ðîãî ðàâåí 156°?
A) 10; Á) 15; Â) 12; Ã) 8.

 3. Ïåðèìåòð ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ðàâåí 32 cm, à äëèíà äèàãîíàëè BD
ðàâíà 9 cm. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABD.
A) 16 cm; Á) 25 cm; Â) 23 cm; Ã) 41 cm.

 4. Íàéäèòå íàèáîëüøèé óãîë ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè ñóììà äâóõ èç íèõ
ðàâíà 100°.
A) 120°; Á) 110°; Â) 150°; Ã) 130°.

 5. Íàéäèòå ïåðèìåòð ðîìáà, ó êîòîðîãî îäèí èç óãëîâ ðàâåí 150°, à
ìåíüøàÿ äèàãîíàëü ðàâíà 4,5 cm.
A) 27 cm; Á) 18 cm; Â) 13 cm; Ã) 21,5 cm.

 6. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ABCD äåëèò åå íà äâå òðàïåöèè, ñðåäíèå
ëèíèè êîòîðûõ ðàâíû 13 cm è 17 cm. Íàéäèòå áîëüøåå îñíîâàíèå
òðàïåöèè.
A) 19 cm; Á) 21 cm; Â) 18 cm; Ã) 30 cm.

 7. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ìåíüøå îñíîâàíèÿ íà 5,4 cm. Íàéäèòå ñóììó äëèí
ñðåäíåé ëèíèè è îñíîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà.
A) 13,5 cm; Á) 16,2 cm; Â) 10,8 cm; Ã) 21,6 cm.

 8. Ïåðèìåòð ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè 36 cm, ñðåäíÿÿ ëèíèÿ 10 cm.
Íàéäèòå äëèíó áîêîâîé ñòîðîíû.
A) 10 cm;  Á) 8 cm; Â) 12 cm; Ã) 13 cm.

 9. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè 9 cm, îäíî èç åå îñíîâàíèé ìåíüøå âòîðîãî
íà 6 cm. Íàéäèòå áîëüøåå îñíîâàíèå òðàïåöèè.
A) 15 cm; Á) 18 cm; Â) 12 cm; Ã) 10 cm.

Ïðîâåðüòå ñåáÿ!ÒÅÑÒ 1

13–14. ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ 1. ÐÀÁÎÒÀ ÍÀÄ ÎØÈÁÊÀÌÈ
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 Â ìàòåìàòèêå Äðåâíåãî Åãèïòà è Äðåâíåãî Âàâèëîíà
ðàññìàòðèâàëèñü ñëåäóþùèå âèäû ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ:
êâàäðàòû, ïðÿìîóãîëüíèêè, ïðÿìîóãîëüíûå è ðàâíî-
áåäðåííûå òðàïåöèè. Íàø âåëèêèé ïðåäîê, ñðåäíå-
àçèàòñêèé ó÷åíûé Àáó Ðàéõàí Áåðóíè òàêæå ïîäðîáíî
ðàññìàòðèâàë ðàçëè÷íûå âèäû ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ. Â
ñâîåì ñî÷èíåíèè «Êíèãà âðàçóìëåíèÿ íà÷àòêàì íàóêè
î çâåçäàõ» Áåðóíè ñëåäóþùèì îáðàçîì îòâå÷àåò íà
âîïðîñ: «Êàêèå âèäû ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ñóùåñòâóþò?»:

«Ïåðâûé èç íèõ – êâàäðàò, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû
ðàâíû, âñå óãëû ïðÿìûå, à äèàãîíàëè, ò.å. îòðåçêè,
ñîåäèíÿþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû (âåðøèíû), ðàâíû
ìåæäó ñîáîé.

Âòîðîé – ïðÿìîóãîëüíèê, êîòîðûé ïî ñðàâíåíèþ ñ êâàäðàòîì áîëåå
âûòÿíóò, âñå óãëû ïðÿìûå, ðàâíû ëèøü ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû è äèà-
ãîíàëè.

Òðåòèé – ðîìá, ó êîòîðîãî âñå ÷åòûðå ñòîðîíû ðàâíû, íî ðàçëè÷íû äëèíû
äèàãîíàëåé, è óãëû, â îáùåì ñëó÷àå, íå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè.

×åòâåðòûé – ðîìáîèä, ó êîòîðîãî ðàçëè÷íû äèàãîíàëè, à ïðîòèâî-
ïîëîæíûå ñòîðîíû ïîïàðíî ðàâíû.

Îòëè÷íûå îò ýòèõ ôèãóð ÷åòûðåõóãîëüíèêè íàçûâàþòñÿ òðàïåöèÿìè»
Ñëîâî «quadratus» (êâàäðàò) â ïåðåâîäå ñ ëàòèíñêîãî îçíà÷àåò «÷åòûðåõ-

óãîëüíèê». Áåðóíè èñïîëüçîâàë àðàáñêèé òåðìèí «murabba», êîòîðûé è áûë
ïåðåâåäåí â ñðåäíèå âåêà íà ëàòèíñêèé ÿçûê. Ïî-àðàáñêè ïðÿìîóãîëüíèê –
ýòî «mustatil» – «ðàñòÿíóòûé».

Êàê ïîÿâèëñÿ òåðìèí ðîìá îáúÿñíÿåòñÿ ïî-ðàçíîìó. Â ïåðåâîäå ñ ãðå-
÷åñêîãî ñëîâî «rhombus» îçíà÷àåò «âîë÷îê» èëè «òåëî âðàùåíèÿ». Ýòîò
òåðìèí âîøåë â ãåîìåòðèþ, òàê êàê ñå÷åíèå âîë÷êà ïîõîæå íà ðîìá.
Òåðìèí «muayyan» ïåðåâîäèòñÿ ñ àðàáñêîãî êàê «ðîìá».

Ó Áåðóíè òðàïåöèÿ íàçâàíà êàê «muxarrif», ýòî äîñëîâíûé ïåðåâîä
«trapedzion» ñ ãðå÷åñêîãî íà àðàáñêèé.

Òåðìèí «ïàðàëëåëîãðàìì» ïðîèñõîäèò îò ãðå÷åñêîãî ñëîâî «parallelos» +
«grammos», ÷òî îçíà÷àåò «ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëîùàäü».

Ïî-àðàáñêè ïàðàëëåëîãðàìì – ýòî «mutavozi al-azla», ïåðåâîäèòñÿ êàê
«èìåþùèé ïàðàëëåëüíûå îñíîâàíèÿ».

Èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ

Èçó÷àåì àíãëèéñêèé ÿçûê!

Ìíîãîóãîëüíèê – polygon Ïåðèìåòð – perimeter
Ïðÿìîóãîëüíèèê – rectangle Äèàãîíàëü – diagonal
Ðîìá – rhombus Ïàðàëëåëîãðàìì – parallelogramm
Êâàäðàò – square Òðàïåöèÿ – trapezoid
Âûñîòà – height Óãîë – angle

Àáó Ðàéõàí Áåðóíè
(973–1048)
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Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ïàðàãðàôà è äî êîíöà ãëàâû ìû áóäåì èçó÷àòü
áîëüøîé è âàæíûé ðàçäåë ãåîìåòðèè, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ òðèãî-
íîìåòðèåé. Ïîçíàêîìèìñÿ ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè òðèãîíîìåòðèè,
ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó ñòîðîíàìè è óãëàìè â ïðÿìîóãîëüíîì òðå-
óãîëüíèêå. Ñëîâî «òðèãîíîìåòðèÿ» – â ïåðåâîäå ñ ãðå÷åñêîãî ÿçûêà îç-
íà÷àåò «èçìåðåíèå òðåóãîëüíèêîâ».

Ãëàâíóþ çàäà÷ó òðèãîíîìåòðèè ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå òðåóãîëüíèêîâ.
Òðåóãîëüíèê – âàæíåéøàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà. Ïîýòîìó ïðîäîëæèì
èçó÷åíèå òðåóãîëüíèêîâ. Îñíîâíàÿ öåëü ýòîé ãëàâû – âûðàçèòü îäíè
ýëåìåíòû òðåóãîëüíèêîâ (ñòîðîíû è óãëû) ÷åðåç äðóãèå åãî ýëåìåíòû.

Ïóñòü ABC – ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ
ïðÿìûì óãëîì Ñ è îñòðûì óãëîì ïðè âåðøèíå
A, ðàâíûì a; BC = a, AC = b – êàòåòû, AB = c –
ãèïîòåíóçà (ðèñ. 1).

Âîçüìåì îòíîøåíèÿ åãî ñòîðîí ïîïàðíî:
a
c

 – îòíîøåíèå êàòåòà, ïðîòèâîëåæàùåãî óã-
ëó a, ê ãèïîòåíóçå;

b
c
 – îòíîøåíèå êàòåòà, ïðèëåæàùåãî ê óãëó a, ê ãèïîòåíóçå;

a
b

 – îòíîøåíèå êàòåòà, ïðîòèâîëåæàùåãî óãëó a, ê êàòåòó ïðèëå-
æàùåìó;

b
a

 – îòíîøåíèå êàòåòà, ïðèëåæàùåãî ê óãëó a, ê êàòåòó ïðîòèâî-
ëåæàùåìó;

c
b
 – îòíîøåíèå ãèïîòåíóçû ê êàòåòó, ïðèëåæàùåìó ê óãëó a;

c
a

 – îòíîøåíèå ãèïîòåíóçû ê êàòåòó, ïðîòèâîëåæàùåìó óãëó a.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè 6 îòíîøåíèé.
Òàêèì æå îáðàçîì, ìîæíî ñîñòàâèòü îòíîøåíèÿ äëÿ âòîðîãî

îñòðîãî óãëà (B). Íàèáîëåå èñïîëüçóåìûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå ÷åòûðå

15. ÑÈÍÓÑ, ÊÎÑÈÍÓÑ, ÒÀÍÃÅÍÑ È ÊÎÒÀÍÃÅÍÑ
 ÎÑÒÐÎÃÎ ÓÃËÀ

ÃËÀÂÀ II
ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÌÅÆÄÓ
ÑÒÎÐÎÍÀÌÈ È ÓÃËÀÌÈ

Â ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÎÌ
ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊÅ

§ 3.   ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ
ÎÑÒÐÎÃÎ ÓÃËÀ

A C

B

a

b

c

a
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ôóíêöèè, êîòîðûå èìåþò ñïåöèàëüíûå íàçâàíèÿ: ñèíóñ, êîñèíóñ,
òàíãåíñ è êîòàíãåíñ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèíóñîì îñòðîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðîòèâîëåæàùåãî êàòåòà ê ãèïîòåíóçå.

Ñèíóñ óãëà a îáîçíà÷àåòñÿ òàê: sina è  ÷èòàåòñÿ «ñèíóñ àëüôà».
Ïî îïðåäåëåíèþ:

sin
a

c
a = .

Îïðåäåëåíèå 2. Êîñèíóñîì îñòðîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðèëåæàùåãî êàòåòà ê ãèïîòåíóçå.

Êîñèíóñ óãëà a îáîçíà÷àåòñÿ òàê: cosa è ÷èòàåòñÿ «êîñèíóñ àëüôà».
Ïî îïðåäåëåíèþ:

cos b

c
a = .

Îïðåäåëåíèå 3. Òàíãåíñîì îñòðîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðîòèâîëåæàùåãî êàòåòà ê ïðèëåæà-
ùåìó.

Òàíãåíñ óãëà a îáîçíà÷àåòñÿ òàê: tga è ÷èòàåòñÿ «òàíãåíñ àëüôà».
Ïî îïðåäåëåíèþ:

tg a

b
a = .

Îïðåäåëåíèå 4. Êîòàíãåíñîì îñòðîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðèëåæàùåãî êàòåòà ê ïðîòèâî-
ëåæàùåìó.

Êîòàíãåíñ óãëà a îáîçíà÷àåòñÿ òàê: ctga è  ÷èòàåòñÿ  «êîòàíãåíñ
àëüôà».

Ïî îïðåäåëåíèþ:

ctg b

a
a = .

Ïîñêîëüêó êàòåò ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ìåíüøå ãèïîòå-
íóçû, òî ñèíóñ è êîñèíóñ îñòðîãî óãëà ìåíüøå
åäèíèöû.

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ìîãóò áûòü ðàâ-
íû êàòåòû, îäèí èç êàòåòîâ áîëüøå äðóãîãî èëè
ìåíüøå äðóãîãî. Ïîýòîìó, çíà÷åíèÿ òàíãåíñà è
êîòàíãåíñà ìîæåò áûòü ìåíüøå åäèíèöû, ðàâíî åäè-
íèöå è  áîëüøå åäèíèöû.

Çàäà÷à. Â òðåóãîëüíèêå ABC ÐÑ = 90°, AB = 10 cm,
BC = 8 cm, AC = 6 cm (ðèñ. 2). Íàéäèòå çíà÷åíèÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé óãëà A.

C

2

A

B

b = 6 cm

a
=

8 
cm

c =
10

 cm
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Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ:
8
10

sin 0,8BC
AB

A = = = ;
4

3

8 4 1
6 3 3

tg 1A = = = ;

6
10

cos 0,6AC
AB

A = = = ;
3

4

6 3
8 4

ctg 0,75A = = = ;

Îòâåò: sinA = 0,8; cosA = 0,6; 
1
3

tg 1A = ; ctgA = 0,75.

?

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

 1. 1) Êàêèå îòíîøåíèÿ ìîæíî ñîñòàâèòü èç ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà è êàê îíè ÷èòàþòñÿ?
2) ×òî íàçûâàåòñÿ ñèíóñîì, êîñèíóñîì, òàíãåíñîì è êîòàíãåíñîì
îñòðîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà è êàê îíè îáîçíà÷àþòñÿ?

 2. Îïðåäåëèòå, êàêàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ óãëà K âûðàæàåòñÿ äðîáüþ (ðèñ. 3):

à) 
KN
KM

;     á) 
MN
KN

;    â) 
MN
KM

;     ã) 
KN
MN

?

 3. Â rABC ÐÑ = 90°, AB = 6 cm, BC = 5 cm,
AC = 11 cm (ñì. ðèñ. 1). Íàéäèòå çíà÷åíèÿ
ñèíóñà, êîñèíóñà, òàíãåíñà è êîòàíãåíñà óã-
ëîâ A è B.

 4. Ìîæåò ëè ñèíóñ îñòðîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà áûòü ðàâíûì:
a) 0,98;      á) 2 ;      â) 5 2- ?

5. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå MNL 24
25

sinN = .
Êàêèå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ìîæíî íàéòè èç
ýòîãî ðàâåíñòâà (ðèñ. 4)?

 6. Â òðåóãîëüíèêå MNL ÐL = 90°, MN = 13 cm,
ML = 12 cm, NL = 5  cm  (ðèñ.  4).  Íàéäèòå
çíà÷åíèÿ ñèíóñà, êîñèíóñà, òàíãåíñà è êîòàí-
ãåíñà óãëà M.

 7. Â òðåóãîëüíèêå ABC ÐÑ = 90°, AB = 17 cm, BC = 8 cm, AC = 15 cm.
Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ñèíóñà, êîñèíóñà, òàíãåíñà è êîòàíãåíñà óãëîâ
A è B.

Çíàòü ýòî ïîëåçíî!
«Ñèíóñ» – ëàòèíñêèé ïåðåâîä àðàáñêîãî ñëîâà «äæàéá» – ïàçóõà,
âûðåç ïëàòüÿ. Ýòî ñëîâî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîèñõîäèò îò èíäåéñêîãî
«äæèíà» – òåòèâà ëóêà, õîðäà, à èìåííî â äðåâíèõ èíäåéñêèõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ òðàêòàòàõ.
«Òàíãåíñ» – â ïåðåâîäå ñ ëàòèíñêîãî «êàñàòåëüíûé».
«Êîñèíóñ» è «êîòàíãåñ» – îò ëàòèíñêîãî «êîìïëèìåíòàðè ñèíóñ» è
«êîìïëèìåíòàðè òàíãåíñ» – «äîïîëíèòåëüíûé ñèíóñ» è «äîïîëíè-
òåëüíûé òàíãåíñ».

m

m
m

L

N4

M

N

M3

K
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1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îñòðîãî óãëà.
Ïîêàæåì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñèíóñ, êîñèíóñ, òàí-

ãåíñ è êîòàíãåíñ îñòðîãî óãëà çàâèñÿò òîëüêî îò âåëè÷èíû îñòðîãî óãëà
è íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Ïóñòü ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ABC
è A1B1C1 (ÐÑ = ÐÑ1 = 90°) èìåþò ðàâíûå îñò-
ðûå óãëû A è A1 (ðèñ. 1).

Ïî îñíîâíîìó ñâîéñòâó ïðîïîðöèè:
1 1

1 1

BCBC
AB A B

= ; 1 1

1 1
= A CAC

AB A B
;  1 1

1 1
= B CBC

AC A C
;  1 1

1 1
= A CAC

BC B C
.

Ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî
îïðåäåëåíèþ ðàâíû ñèíóñàì, êîñèíóñàì, òàí-
ãåíñàì è êîòàíãåíñàì îñòðûõ óãëîâ A è A1.

Çíà÷èò,
1 1

1
1 1

sin sin
B CBC

AB A B
A A= = = , 1 1

1
1 1

tg tg
B CBC

AC A C
A A= = = ,

1 1
1

1 1
cos cos

A CAC
AB A B

A A= = = , 1 1
1

1 1
ctg ctg

A CAC
BC B C

A A= = = .

Îòñþäà âèäíî, ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ è êîòàíãåíñ îñòðîãî óãëà
A íå çàâèñèò îò âûáîðà òðåóãîëüíèêà. Åñëè çíà÷åíèå îñòðûõ óãëîâ
èçìåíèòñÿ, òî è èçìåíÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ ýòèõ ñîîòíîøåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îñòðîãî óãëà çàâèñÿò
òîëüêî îò âåëè÷èíû óãëà.

Ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ è êîòàíãåíñ íàçûâàþò òðèãîíîìåòðè÷åñ-
êèìè ôóíêöèÿìè îñòðîãî óãëà.

Èìååò ìåñòî åùå îäèí âàæíûé ôàêò:
åñëè çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ îñòðûõ

óãëîâ A è A1 ðàâíû, òî ÐA = ÐA1.
Èíà÷å ãîâîðÿ, êàæäîìó çíà÷åíèþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé îñòðûé óãîë.
2. Âûðàæåíèå òàíãåíñà è êîòàíãåíñà ÷åðåç ñèíóñ è êîñèíóñ.
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ñèíóñà è êîñèíóñà èìååì:

sin
•

cos
: tga b a c a

c c c b b
a
a

= = = = a ,  ò.å.  
sin
cos

tg a
a

a = ;               (1)

cos
•

sin
: ctgb a b c b

c c c a a
a
a

= = = = a ,  ò.å.  
cos
sin

ctg a
a

a = .              (2)

Òàíãåíñ îñòðîãî óãëà ðàâåí îòíîøåíèþ ñèíóñà ê êîñèíóñó ýòîãî óãëà.
Êîòàíãåíñ îñòðîãî óãëà ðàâåí îòíîøåíèþ êîñèíóñà ê ñèíóñó ýòîãî

óãëà.

16. ÑÈÍÓÑ, ÊÎÑÈÍÓÑ, ÒÀÍÃÅÍÑ È ÊÎÒÀÍÃÅÍÑ
 ÎÑÒÐÎÃÎ ÓÃËÀ (ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈÅ)

A (A1) C

B

C1

B1

a

1
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Óìíîæèì ïî÷ëåííî ðàâåíñòâà (1) è (2), ïîëó÷èì:

sin cos
cos sin

tg ctg 1 tg ctg 1a a
a a

a × a = × = Û a × a = . (3)

Çíà÷èò, ïðîèçâåäåíèå òàíãåíñà è êîòàíãåíñà äëÿ îñòðîãî óãëà
a ðàâíî åäèíèöå.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òàíãåíñ è êîòàíãåíñ äëÿ îñòðîãî óãëà a ÿâëÿ-
þòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè ôóíêöèÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûâåëè òðè íîâûõ ðàâåíñòâà (òîæäåñòâà), êî-
òîðûå âûðàæàþò çàâèñèìîñòü ìåæäó òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
îñòðîãî óãëà a.

3. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñòîðîíàìè è óãëàìè â ïðÿìîóãîëüíîì òðå-
óãîëüíèêå.

Èç îïðåäåëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé âûòåêàåò:
Ïðàâèëî 1. Êàòåò, ïðîòèâîëåæàùèé óãëó a, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ

ãèïîòåíóçû íà sina:
a = c sina.

Ïðàâèëî 2. Êàòåò, ïðîòèâîëåæàùèé óãëó a, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
âòîðîãî êàòåòà íà tga:

a = b tga.
Ïðàâèëî 3. Êàòåò, ïðèëåæàùèé ê óãëó a, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ãèïî-

òåíóçû íà cosa:
b = c cosa.

Ïðàâèëî 4. Êàòåò, ïðèëåæàùèé ê óãëó a, ðàâåí îòíîøåíèþ âòîðîãî
êàòåòà íà tga:

tg
ab
a

= .

Ïðàâèëî 5. Ãèïîòåíóçà ðàâíà îòíîøåíèþ êàòåòà, ïðîòèâîëåæàùåìó
óãëó a íà sina:

sin
a

c
a

= .

Ïðàâèëî 6. Ãèïîòåíóçà ðàâíà îòíîøåíèþ êàòåòà, ïðèëåæàùåìó ê
óãëó a íà cosa:

cos
b

c
a

= .

Çàäà÷à. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90°. Âû÷èñëèòå: 1) äëè-

íó êàòåòà BC åñëè AB = 18  cm  è 
1
3

sin A = ; 2) äëèíó êàòåòà AC, åñëè

AB = 9 cm è 
2
7

cos A = ; 3) äëèíó ãèïîòåíóçû AB, åñëè AC = 15  cm  è
5
6

cos A = ; 4) äëèíó êàòåòà AC, åñëè BC = 26 cm è 13
15

tgA = .

Ðåøåíèå. 1) Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî 1, íàõîäèì êàòåò BC:
6

1

1
3

sin 18 6BC AB A= = × =  (cm).

Îòâåò: 6 cm.htt
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2) Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî 3, íàõîäèì êàòåò AC:
2 18 4
7 7 7

cos 9 2AC AB A= = × = =  (cm).

Îòâåò: 4
7

2  cm.

3) Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî 6, íàõîäèì ãèïîòåíóçó AB:
3

1

5 6
cos 6 5

15 : 15 3 6 18AC
A

AB = = = × = × =  (cm).

Îòâåò: 18 cm.
4) Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî 4, íàõîäèì êàòåò AC:

2

1

13 15
tg 15 13

26 : 26 2 15 30BC
A

AC = = = × = × =  (cm).

Îòâåò: 30 cm.

1. 1) ×òî íàçûâàþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îñòðîãî óãëà?
2) Îò ÷åãî çàâèñèò âåëè÷èíà ñèíóñà, êîñèíóñà, òàíãåíñà è êî-
òàíãåíñà?
3) Êàê ìîæíî âûðàçèòü òàíãåíñ è êîòàíãåíñ îñòðîãî óãëà ÷åðåç
ñèíóñ è êîñèíóñ òîãî æå îñòðîãî óãëà? Çàïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ôîðìóëû.

 2. Îïðåäåëèòå, êàêèå èç äàííûõ ðàâåíñòâ âåðíû
(ðèñ. 2). Îáîñíóéòå îòâåò.

à) 
sin

ac
a

= ; â) c = a tga;

á) b = c sina; ã)
ctg

ba
a

= .

 3. Ìîæåò ëè òàíãåíñ îñòðîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî

òðåóãîëüíèêà áûòü ðàâíûì 2 ; 0,001; 100? Îáîñ-
íóéòå îòâåò.

 4. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90°. Âû÷èñëèòå:

1) êàòåò AC, åñëè BC = 10 cm è 
5
8

tgA = ;

2) ãèïîòåíóçó AB, åñëè BC = 8 cm è sinA = 0,16.

 5. Âûâåäèòå 6 îòíîøåíèé ìåæäó ñòîðîíàìè è óãëàìè â ïðÿìî-
óãîëüíîì òðåóãîëüíèêå äëÿ óãëà b (ðèñ. 2).

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90°. Âû÷èñëèòå äëèíó ãèïîòå-
íóçû AB, åñëè BC = 4 cm è sinA = 0,25.

 7. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90°. Âû÷èñëèòå äëèíó ãèïîòå-
íóçû AB, åñëè AC = 2 cm è cosA = 0,4.

 8. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90°. Âû÷èñëèòå äëèíó ãèïîòå-

íóçû AB, åñëè BC = 14 cm è 7
25

cos B = .

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

a

 A

 B

2

 b
 c

 C  a
 b

?
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Òå î ð åì à .

1. Òåîðåìà Ïèôàãîðà – îäíà èç âàæíåéøèõ òåîðåì ãåîìåòðèè.
Î÷åíü ìàëî ñâåäåíèé ñîõðàíèëîñü â èñòîðèè î æèçíè âåëèêîãî

ãðå÷åñêîãî ìàòåìàòèêà Ïèôàãîðà. Èç äðåâíåãðå÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ íàì
èçâåñòíî, ÷òî ìàòåìàòèêè øêîëû Ïèôàãîðà ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ
òåîðåì è ðåøåíèè çàäà÷ çàíèìàëèñü êëàññèôèêàöèåé ãåîìåòðè÷åñêèõ
ôèãóð è  çàìåíîé ïðÿìîëèíåéíûõ ôèãóð íà ðàâíîâåëèêèå èì ôèãóðû.
Â ÷àñòíîñòè, âåëèê âêëàä Ïèôàãîðà è ìàòåìàòèêîâ åãî øêîëû â ïðè-
ìåíåíèè ãåîìåòðèè êàê íàóêè. Íèæå ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ
íîñèò èìÿ Ïèôàãîðà.

(Òåîðåìà Ïèôàãîðà.) Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò
ãèïîòåíóçû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ êàòåòîâ.

Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò ñâÿçü ìåæäó
ïëîùàäÿìè êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíàìè, ðàâ-
íûì ñòîðîíàì ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ. Ïèôàãîð ïðåäëîæèë òåîðåòè÷åñ-
êîå îáîñíîâàíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.
×àñòíûå ñëó÷àè òåîðåìû áûëè èçâåñòíû
â Äðåâíåì Åãèïòå è Âàâèëîíå, íî èìåí-
íî øêîëîé Ïèôàãîðà áûëà äàíà îáùàÿ
ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû.

Ïóñòü äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëü-
íèê ABC ñ êàòåòàìè a è b, è ãèïîòåíóçîé
c. Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû Ïèôàãîðà
ìîæíî âûðàçèòü ôîðìóëîé

c2 = a2 + b2,            (1)
ãäå a2, b2, c2 – ïëîùàäè êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíàìè a, b, c. Ïîýòîìó ýòî
ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîùàäü êâàäðàòà, ïîñòðîåííîãî íà ãèïîòåíóçå,
ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûõ íà êàòåòàõ (ðèñ. 1).

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïèôàãîðà
÷åðåç êîñèíóñ îñòðîãî óãëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ABC – ïðÿìî-
óãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ ïðÿìûì óãëîì
C. Ïðîâåäåì âûñîòó CD èç âåðøèíû
ïðÿìîãî óãëà C (ðèñ. 2).

Ïî îïðåäåëåíèþ êîñèíóñà óãëà A èç
ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ACD è
ABC èìååì:

§ 4. ÒÅÎÐÅÌÀ ÏÈÔÀÃÎÐÀ È ÅÅ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ

a2

b 2

a

c 2

b

c

1

A

C

a

a

D B

2

17. ÒÅÎÐÅÌÀ ÏÈÔÀÃÎÐÀ È ÅÅ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ

htt
p:e

du
po

rta
l.u

z



42

cos AD AC
AC AB

A = = .

Îòñþäà AD · AB = AC 2 (2).
Àíàëîãè÷íî, ïî îïðåäåëåíèþ êîñèíóñà óãëà B èç ïðÿìîóãîëüíûõ

òðåóãîëüíèêîâ BCD è ABC, èìååì:

cos BD BC
BC AB

B = = .

Îòñþäà BD · AB = BC 2 (3).
Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà (2) è (3) ïî÷ëåííî è ó÷èòûâàÿ,

AD + DB = AB, ïîëó÷èì:
AC 2 + BC 2 = AB · AD + BD · AB = AB · (AD + BD) · AB = AB 2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îáîçíà÷èì ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC (ÐC = 90°)

ñîîòâåòñòâåííî a = BC, b = AC, c = AB. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû Ïèôàãîðà
áóäåò èìåòü ìåñòî ôîðìóëà:

c 2 = a2 + b2.
3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïèôàãîðà ÷åðåç ñâîéñòâà ïëîùàäåé.
Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè a, b è ãèïîòå-

íóçîé c. Äîêàæåì, ÷òî
a2 + b2 = c2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì äâà ðàâíûõ êâàäðàòà, ñòîðîíû êîòîðûõ
ðàâíû: a + b. Ðàçäåëèì åãî íà ÷àñòè, ñîñòîÿùèå èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ, êâàäðàòîâ è ïðÿìîóãîëüíèêà (ðèñ. 3). Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò
÷åòûðåõóãîëüíèê – êâàäðàò ñî ñòîðîíîé ñ (ðèñ. 3, à). Äåéñòâèòåëüíî,
âî-ïåðâûõ ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì, òàê êàê ñòîðîíû
ó íåãî ðàâíû ãèïîòåíóçå ñ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè a
è b. Ïîêàæåì, ÷òî óãîë x íà ðèñóíêå ïðÿìîé. Äåéñòâèòåëüíî, Ðx + Ð1 +
+ F3 = 180°, Ð3 = Ð2 (òàê êàê òðåóãîëüíèêè ðàâíû) è Ð1 = 90° - Ð2, ñëå-
äîâàòåëüíî: Ðx = 90°. Ïîýòîìó äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê – ðîìá, îäèí
èç óãëîâ êîòîðîãî ðàâåí 90°, ò. å. êâàäðàò. Òàê êàê îáà áîëüøèõ

a b

b

a

b a

c

c

c

cx

1

2

3

Sr

Sr

Sr

Sr
a

b

a

3 b a

b

a

b a

b

a

Sr
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b2

a2
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êâàäðàòà ðàâíîâåëèêè, ò.å. èõ ïëîùàäè ðàâíû, òî ïëîùàäü ïåðâîãî, ðàâ-
íà  4S  + c 2, ðàâíà ïëîùàäè âòîðîãî, ðàâíîé 4S + a 2 + b2 (ðèñ.  3, á).
Îòêóäà,

 4S  + c2 = 4S  + a2 + b 2.

Çíà÷èò, c 2 = a 2 + b 2. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàäà÷à. Íàéäèòå íåèçâåñòíóþ äëèíó îòðåçêà íà ðèñ. 4.
Ðåøåíèå. 1) rABC – ïðÿìîóãîëüíûé, ÐB = 90° (ðèñ. 4). Ïî òåîðåìå

Ïèôàãîðà: x 2 = 52 + 32, îòêóäà 2 34 34x x= Þ =  (x > 0).
2) rACD – ïðÿìîóãîëüíûé, ÐCAD = 90° (ðèñ. 4). Ïî òåîðåìå Ïèôà-

ãîðà, ( )2
2 234 7y + = , îòêóäà y 2 + 34 = 49, y 2 = 15, 15y =  (y > 0).

Îòâåò: 34x =  cm; 15y =  cm.

 1. 1) Êàêèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ïèôàãîðà âû çíàåòå?
2) ×òî âû ïîíèìàåòå ïîä âûðàæåíèÿìè «êâàäðàò ãèïîòåíóçû»,
«êâàäðàò êàòåòà»?

 2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå çàäàíû êàòåòû a è b. Íàéäèòå

ãèïîòåíóçó ñ, åñëè: 1) a = 5, b = 12; 2) 4 2a = , b = 7; 3) a = 0,7,

b = 2,4; 4) a = 5, b = 6; 5) 
5
13

a = , 
12
13

b = .

Óêàçàíèå. Âû÷èñëèòå ãèïîòåíóçó, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó:

 2 2c a b= + .

3. Íàéäèòå ïåðèìåòð ðîìáà, åñëè åãî äèàãîíàëè ðàâíû:
1) 12 cm è 16 cm; 2) 14 cm è 48 cm.

 4. Íàéäèòå íåèçâåñòíóþ äëèíó îòðåçêà x (ðèñ. 5).

5. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå a è b – êàòåòû, à c – ãèïîòåíóçà.
Íàéäèòå b, åñëè: 1) a = 1,2, c = 1,3; 2) a = 7, c = 9; 3) a = 1,5, c = 1,7;
4) a = 2, c = 2,5 .

 6. Íàéäèòå äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè åãî ñòîðîíû ðàâíû:
1) 2,4 dm è 7 cm;        2) 50 cm è 12 dm;        3) 8 dm è 1,5 m.

?

B AA

D
C D C

B

5 cm

x cm

3 
cm

1 cm

4 5

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

htt
p:e

du
po

rta
l.u

z



44

Òå î ð åì à .

1. Íåêîòîðûå íåïîñðåäñòâåííûå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ïèôàãîðà.
Pàññìîòðèì îäíî èç íåïîñðåäñòâåííûõ ñëåäñòâèé òåîðåìû

Ïèôàãîðà.

Ñëåäñòâèå. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ëþáîé êàòåò ìåíüøå
ãèïîòåíóçû.

Äîêàçàòåëüñòâî. rABC – ïðÿìîóãîëü-
íûé, ÐC = 90° (ðèñ. 1).

Äîêàæåì, ÷òî ëþáîé êàòåò ìåíüøå ãè-
ïîòåíóçû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

AC 2 = AB 2 - BC 2  è   BC 2 = AB 2 - AC 2.
Îòêóäà AC 2 < AB 2  è BC 2 < AB 2.
Çíà÷èò, AC < AB  è BC < AB.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

2. Òåîðåìà, îáðàòíàÿ òåîðåìå Ïèôàãîðà.

Åñëè êâàäðàò îäíîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå êâàä-
ðàòîâ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí, òî òðåóãîëüíèê – ïðÿìîóãîëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC AB 2 = AC 2 + BC 2.

Äîêàæåì, ÷òî ÐC = 90° (ðèñ. 2). Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðå-
óãîëüíèê A1B1C1 ñ ïðÿìûì óãëîì C1, â êîòîðîì A1C1 = AC è B1C1 = BC.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà A1
2
1B = A1

2
1C + B1

2
1C ,

è, çíà÷èò, A1
2
1B = AC 2 + BC 2.

Íî AB 2 = AC 2 + BC 2 ïî óñëîâèþ òåî-
ðåìû, çíà÷èò, A1

2
1B = AB 2. Îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî   A1B1 = AB. Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëü-
íèêè ABC è A1B1C1 ðàâíû ïî òðåì ñòî-
ðîíàì. Ïîýòîìó ÐC = ÐC1, ò.å. òðåóãîëü-
íèê ABC ïðÿìîóãîëüíûé ñ ïðÿìûì óã-
ëîì C. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 1. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà

ðàâíû: 1) a = 5, b = 11, c = 12; 2) 85a = ,
b = 7, c = 6. ßâëÿåòñÿ ëè ýòîò òðåóãîëüíèê
ïðÿìîóãîëüíûì?

Ðåøåíèå. 1) Âû÷èñëèì ñóììó êâàä-
ðàòîâ äâóõ íàèìåíüøèõ ñòîðîí:

18. ÒÅÎÐÅÌÀ, ÎÁÐÀÒÍÀß ÒÅÎÐÅÌÅ ÏÈÔÀÃÎÐÀ

A

C B

1

A1

C1 B1

A

C B
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52 + 112 = 25 + 121 = 146.
Òåïåðü âû÷èñëèì êâàäðàò íàèáîëüøåé ñòîðîíû: 122 = 144.
Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, èìååì a 2 + b 2 ¹ c 2. Çíà÷èò, òðå-

óãîëüíèê íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì.
Îòâåò: ïðè a = 5, b = 11 è c = 12, íå áóäåò ïðÿìîóãîëüíûì.
2) Âû÷èñëèì ñóììó êâàäðàòîâ äâóõ íàèìåíüøèõ ñòîðîí:

72 + 62 = 49 + 36 = 85.

Òåïåðü âû÷èñëèì êâàäðàò íàèáîëüøåé ñòîðîíû: ( )2
85 85= .

Çíà÷èò, 85 = 85 – ñïðàâåäëèâî. Â ðåçóëüòàòå èìååì b 2 + c 2 = a 2.
Îòêóäà äåëàåì âûâîä, ÷òî ýòîò òðåóãîëüíèê – ïðÿìîóãîëüíûé.

Îòâåò: 85a = , b = 7 è c = 6, òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé.
3. Ïåðïåíäèêóëÿð è íàêëîííàÿ.
Ïóñòü òî÷êà A íå ëåæèò íà ïðÿìîé l, AC – ïåðïåíäèêóëÿð ê ýòîé

ïðÿìîé.  Ëþáîé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó A c òî÷êîé ïðèíàäëåæà-
ùåé ïðÿìîé l è  íå  ñîâïàäàþùåé  ñ  ïåðïåíäèêóëÿðîì,  íàçûâàþò
íàêëîííîé ê ïðÿìîé l. Ïî îïðåäåëåíèþ, êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè A äî ïðÿìîé l áóäåò ðàâíî äëèíå ïåðïåíäèêóëÿðà AC, îïó-
ùåííîãî èç òî÷êè A íà ïðÿìóþ l (ðèñ. 3).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé òî÷êè B Î l
òðåóãîëüíèê ACB – ïðÿìîóãîëüíûé, ãäå AC
è CB – êàòåòû, à AB – ãèïîòåíóçà. Îòðåçîê
CB íàçûâàþò ïðîåêöèåé íàêëîííîé AB íà
äàííóþ ïðÿìóþ l.

Òåîðåìà Ïèôàãîðà ñâÿçûâàåò äëèíó íàê-
ëîííîé AB, ïåðïåíäèêóëÿð AC è ïðîåêöèè
CB ðàâåíñòâîì: AB 2 = AC 2 + CB 2.

Ïîýòîìó âñåãäà AB > AC èëè AB > BC,
èíà÷å ãîâîðÿ, ïåðïåíäèêóëÿð êîðî÷å íàêëîí-
íîé, ïðîâåäåííîé èç òîé æå òî÷êè èëè ëþáàÿ íàêëîííàÿ áîëüøå
ïåðïåíäèêóëÿðà è áîëüøå ñâîåé ïðîåêöèè íà äàííóþ ïðÿìóþ.

Òàê æå, ðàâíûå íàêëîííûå èìåþò ðàâíûå ïðîåêöèè; èç äâóõ íàê-
ëîííûõ áîëüøå òà, êîòîðàÿ èìååò áîëüøóþ ïðîåêöèþ.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ñòîðîíû ðîìáà, åñëè åãî äèàãîíàëè ðàâíû 10 cm
è 24 cm.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äèàãîíàëè ðîìáà ïåðïåíäèêóëÿð-
íû è òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì. Òîãäà ñòîðîíû ðîìáà ÿâëÿ-
þòñÿ ãèïîòåíóçîé ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè 5 cm è
12 cm.

52 + 122 = 25 + 144 = 169, ò.å. 169 = 132.

Çíà÷èò, ñòîðîíà ðîìáà ðàâíà 13 cm.   Îòâåò: 13 cm.

A

C B l
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?

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

 1. 1) Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó, îáðàòíóþ òåîðåìå Ïèôàãîðà.
2) ×òî âû ïîíèìàåòå ïîä âûðàæåíèåì ïðîåêöèÿ íàêëîííîé íà
ïðÿìóþ? Âåðíî ëè, ÷òî êàòåò ìåíüøå ãèïîòåíóçû?

 2. Ìîæåò ëè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê èìåòü ñòîðîíû ðàâíûå:
1) 11 cm, 7 cm, 17 cm; 2)  3 cm, 1,6 cm, 3,4 cm; 3) 3 cm, 4 cm, 6 cm;
4) 2 cm, 7  cm, 11  cm? Â êàæäîì ñëó÷àå îáîñíóéòå îòâåò.

 3. Â rABC AB = 13 cm, BC = 20 cm, BD –
âûñîòà òðåóãîëüíèêà, è îíà ðàâíà
12 cm. Âû÷èñëèòå äëèíû ïðîåêöèé ñòîðîí
AB, BC íà ñòîðîíó AC è äëèíó ñòîðîíû
AC (ðèñ. 4). Çàïîëíèòå ïðîïóñêè.
Ðåøåíèå. rABD è rBCD – ïðÿìî-
óãîëüíûå, òàê êàê ÐADB = ÐBDC = 90°.
Ïðîåêöèÿìè ñòîðîí AB è BC íà ñòî-
ðîíó AC, ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ îò-
ðåçêè AD è CD.
Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç òðåóãîëüíèêà ABD, èìååì:

AD 2 = AB 2 – BD 2 = 132 – ...2 = ... – ... = ... (cm).

Îòñþäà AD = ... cm.
Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç òðåóãîëüíèêà BCD, èìååì:

CD 2 = BC 2 – BD 2 = ...2 – 122 = ... – ... = ... (cm).

Îòñþäà CD = ... cm. AC = ... + DC = ... + ... = ... (cm).
Îòâåò: AD = ... cm, CD = ... cm, AC = ... cm.

4. Íàéäèòå íåèçâåñòíóþ äëèíó (ðèñ. 5–6).

5. Äâå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 6 cm è 8 cm.
Íàéäèòå äëèíó òðåòüåé ñòîðîíû. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò çàäà÷à?

 6. Ìîæåò ëè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê èìåòü ñòîðîíû ðàâíûå:
1) a = 12, b = 35, c = 37; 2) a = 11, b = 20, c = 25; 3) a = 18, b = 24,
c = 30; 4) a = 9, b = 12, c = 15? Â êàæäîì ñëó÷àå îáîñíóéòå îòâåò.

A D C

B

x cm

5 6

C

A B5 cm

A D C
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Íàõîæäåíèå âûñîòû òðåóãîëüíèêà ïî òðåì ñòîðîíàì.
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíàìè a, b è c. Íàéäåì

âûñîòó CD = hñ, îïóùåííóþ èç âåðøèíû C íà ñòîðîíó AB (ðèñ. 1, à).
Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ

îñíîâàíèÿ âûñîòû D íà ñòîðîíå AB.
Ñëó÷àé 1. Ïóñòü òî÷êà D – âíóòðåííÿÿ òî÷êà îòðåçêà AB è äëèíà

AD = x, òîãäà äëèíà DB = c - x (ðèñ.  1, a). rADC è rBDC – ïðÿìî-
óãîëüíûå, è ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

hc
2 = b 2 - x 2  (1)  è  hc

2 = a 2 - (c - x)2  (2).

Îòêóäà: b 2 - x 2 = a 2 - (c - x)2.
Ñëåäîâàòåëüíî,

b 2 - x 2 = a 2 - c 2 + 2cx - x 2,  ò.å. b 2 = a 2 - c 2 + 2cx .
Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì x:

2 2 2

2
b c a

c
x + -=    èëè   ( )22 2 2

2
24

b c a

c
x

+ -= .

Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå x 2 â ðàâåíñòâî (1), èìååì:

( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2

4

4 4
.c

b c a b c b c a

c c
h b

+ - - + -
== -

Ðàçëîæèâ ÷èñëèòåëü ýòîé äðîáè íà ìíîæèòåëè, ïîëó÷èì ñëå-
äóþùåå:

( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2

2 2 2 2

4 4
.c

bc bc b c ab c a bc b c a bc b c a

c c
h

- + + -+ - - - + + + -
= =

Ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì îáà ìíîæèòåëÿ â ÷èñëèòåëå ïîëó-
÷åííîãî âûðàæåíèÿ:

2bc - b 2 - c 2 + a2 = a2 - (b - c)2 = (a - b + c)(a + b - c) è
2bc + b 2 + c2 - a2 = (b + c)2 - a 2 = (b + c - a)(b + c + a).

Òîãäà

2
2

( )( )( )( )
,

4c
a b c a b c b c a b c a

c
h - + + - + - + +=

C C

A B

hc

x c - x

b a

cD

h = a

A B = Dc

b

a â

1 C

D A B

b ahc

x c

á

19. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÒÅÎÐÅÌÛ ÏÈÔÀÃÎÐÀ
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èç ýòîãî
1
2

( )( )( )( )c c
h a b c a b c a b c b c a= + + - + + - + - .

Îáîçíà÷èâ ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ÷åðåç p, ïîëó÷èì:
a + b + c = 2p,
a - b + c = a + b + c - 2b = 2p - 2b = 2(p - b),
a + b - c = a + b + c - 2c = 2p - 2c = 2(p - c),
b + c - a = a + b + c - 2a = 2p - 2a = 2(p - a).

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîäñòàâèì âìåñòî âûðàæåíèé, ñòîÿùèõ
ïîä êîðíåì, è ïîëó÷èì:

1 1
2 2

16 ( )( )( ) 4 ( )( )( )c c c
h p p a p b p c p p a p b p c= - - - = × - - - =

2 ( )( )( )
c

p p a p b p c= - - - .
Òàêèì æå îáðàçîì,

2 ( )( )( )a a
h p p a p b p c= - - -   è  

2 ( )( )( )b b
h p p a p b p c= - - - .

Ñëó÷àé 2. Òî÷êà D ëåæèò  íà  ïðîäîëæåíèè  îòðåçêà  AB,  òî  åñòü
DB = c + x.  È  â  ýòîì  ñëó÷àå  ïîëó÷èì  ðàíåå  èçëîæåííûé  ðåçóëüòàò
(ðèñ. 1, á).

Ñëó÷àé 3. Òî÷êà D ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé B, òî åñòü âûñîòà ñîâïàäàåò
ñ êàòåòîì, h = a. Â ýòîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê áóäåò ïðÿìîóãîëüíûì (ðèñ. 1, â).

 1. Íàéäèòå âûñîòû òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè: 1) 10 cm, 10 cm,
12 cm; 2) 17 dm, 17 dm, 16 dm; 3) 4 dm, 13 dm, 15 dm.

 2. Íàéäèòå ñòîðîíó ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, âûñîòà êîòîðîãî
ðàâíà h.

 3. Íàéäèòå âûñîòó, îïóùåííóþ íà áîëüøóþ ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà,
åñëè åãî ñòîðîíû ðàâíû: 1) a = 5 cm, b = 7 cm, c = 6 cm; 2) a = 13 dm,
b = 14 dm, c = 15 dm; 3) a = 24 cm, b = 25 cm, c = 7 cm.

 4. Íàéäèòå: 1) âûñîòó ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, åñëè åãî ñòî-
ðîíà ðàâíà 12 cm; 2) ñòîðîíó ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, åñëè
åãî âûñîòà ðàâíà 15 cm.

 5. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ è íàèìåíüøóþ èç
âûñîò òðåóãîëüíèêà, ñòîðîíû êîòîðîãî
ðàâíû a = 8 cm, b = 10 cm è c = 12 cm.

 6. Íàéäèòå ìåíüøóþ âûñîòó òðåóãîëüíèêà,
åñëè  åãî  ñòîðîíû  ðàâíû:  1) 17,  65,  80;
2) 8,  6, 4;  3) 24, 25, 7;  4) 30, 34, 16.

 7. Íàéäèòå ìåíüøóþ âûñîòó òðåóãîëüíèêà,
åñëè åãî ñòîðîíû ðàâíû a = 16 cm, b = 12 cm
è c = 8 cm.

 8. Íàéäèòå äëèíó ëåñòíèöû (ðèñ. 2).
C

A

B

6 
m

2,5 m

x m

2

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ
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Òå î ð åì à .

1. Îñíîâíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà.
Âûâåäåì ñîîòíîøåíèÿ (òîæäåñòâà), êîòîðûå âûðàæàþò çàâèñèìîñòü

ìåæäó òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îäíîãî óãëà.

Äëÿ ëþáîãî îñòðîãî óãëà a ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
sin2a + cos2a = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå A, ðàâíûì a (ðèñ. 1).

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

BC 2 + AC 2 = AB 2.
Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà AB 2. Ïîëó-

÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
2 2

1BC AC
AB AB

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
è ø è ø

+ = .

Íî sinBC
AB

= a , cosAC
AB

= a . Òàêèì îáðàçîì,

sin2a + cos2a = 1. (1)
Ðàâåíñòâî (1) íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñò-

âîì.
Òðè òîæäåñòâà âû óæå çíàåòå:

sin
cos

tg a
a

a =  (2),    cos
sin

ctg a
a

a =  (3),    tga · ctga = 1 (4).

×òîáû ïîëó÷èòü ïÿòîå òîæäåñòâî, ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî
òîæäåñòâà (1) íà cos2a. Ïîëó÷èì:

+ =
2

2 2

sin 1

cos cos
1a

a a
, èëè  + =2

2

1

cos
1 tg

a
a . (5)

Åñëè îáå ÷àñòè òîæäåñòâà (1) ðàçäåëèòü íà sin2a, òî ïîëó÷èì øåñòîå
òîæäåñòâî:

2

2 2

cos 1

sin sin
1 a

a a
+ = , èëè  2

2

1

sin
1 ctg

a
+ a = . (6)

2. Ñëåäñòâèÿ, âûòåêàþùèå èç îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæ-
äåñòâà.

Äëÿ ëþáîãî îñòðîãî óãëà a âåðíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
2 2 2sin 1 cos sin 1 cosa = - a Þ a = - a . (7)
2 2 2cos 1 sin cos 1 sina = - a Þ a = - a . (8)

A C

B

a

b

c

a

1

§ 5. ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÒÎÆÄÅÑÒÂÀ

20–21. ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÅ
ÒÎÆÄÅÑÒÂÎ  È ÅÃÎ ÑËÅÄÑÒÂÈÅ
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Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå sina, tga è ctga, åñëè 
2
3

cosa = .

Ðåøåíèå. 1) 
2

2 4 52 5
9 33 9

sin 1 cos 1 1æ ö
ç ÷
è ø

a = - a = - = - = = .

2) 
sin 5 2 5
cos 3 3 2

tg :a
a

a = = = ;     3) 
cos 2 5 2 2 5
sin 3 3 55

ctg :
a
a

a = = = = .

Îòâåò: 5
3

sin a = , 5
2

tga = , 
2 5
5

ctga = .

Çàäà÷à 2. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 1) 
2

2

1 sin

sin
1 - a

a
+ ;      2) 

2

2

cos 1

cos
1 a -

a
- .

Ðåøåíèå. 1) Ïðèâåäåì ñëàãàåìûå ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, çàòåì â ÷èñ-
ëèòåëå ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, è âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì (6):

2 2 2
2

2 2 2

1 sin sin 1 sin 1

sin sin sin
1 1 ctg- a a+ - a

a a a
+ = = = + a .

Îòâåò: 1 + ctg2a.
2) Ïðèâåäåì ðàçíîñòü ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, çàòåì â ÷èñëèòåëå

ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, è âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì (5):
2 2 2 2 2

2
2 2 2 2

cos 1 cos (cos 1) cos cos 1 1

cos cos cos cos
1 1 tga- a- a- a- a+

a a a a
- = = = = + a .

Îòâåò: 1 + tg2a.

Çàäà÷à 3. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: sin4a + cos4a + 2sin2a cos2a.
Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé êâàäðàòà ñóììû äâóõ ÷èñåë è

îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:
sin4a + cos4a + 2sin2a cos2a = (sin2a + cos2a)2 = 1.

Îòâåò: 1.

 1. 1) Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî?
2) Êàêèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà âû çíàåòå?
3) Êàêèå ñëåäñòâèÿ âûòåêàþò èç îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî
òîæäåñòâà?

 2. Íàéäèòå: 1) cosa, tga è  ctga, åñëè 
12
13

sina = ; 2) sina, tga è ctga,

åñëè cosa = 0,8;  3) sina, tga è ctga, åñëè cosa = 0,28.

 3. Íàéäèòå sina è cosa, åñëè 5
12

tga = .

Îáðàçåö. Íàéäèòå sina è cosa, åñëè 
4
3

tga = .

Ðåøåíèå. 
2

2
2

1 16 254
9 93cos

1 tg 1 1æ ö
ç ÷
è øa

= + a = + = + = . Çíà÷èò, 2 9
25

cos a = .

Îòêóäà 
39
525

cosa = = .

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ
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Òåïåðü âû÷èñëèì sina:  
sin 4 3 4
cos 3 5 5

tg sin tg cosa
a

a = Þ a = a × a = × = .

Îòâåò: a = 4
5

sin ; 
3
5

cos a = .

 4. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 1) 1 + sin2a + cos2a; 2) 
2

2

sin

1 cos

a

- a
; 3) 

2

2

1 sin

cos

- a

a
.

Îáðàçåö. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 1 + sin2a - cos2a.
Ðåøåíèå. Ñãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì:

2 2 2 2 2 2 2

2sin

1+sin cos 1 cos sin sin sin 2 sin

a

a - a = - a + a = a + a = a
14243

.

Îòâåò: 2sin2a.

 5. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 1) 2

(1 sin )(1 sin )

sin

- a + a

a
;    2) 

2

sin cos

cos

a a

a
;    3) tg

sin
a
a

.

 6. Êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 7 cm è 24 cm.
Âû÷èñëèòå ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ è êîòàíãåíñ íàèìåíüøåãî óãëà
òðåóãîëüíèêà.

 7. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé îñòðîãî óãëà A,

åñëè: 1) tgA = 2;     2) 3
2

sin a = ; 3) 
15
17

cos a = .

 8. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 
2 4

2

1 tg tg

cos

- a+ a

a
.

Ðåøåíèå.

( ) ( ) ( )
2 4

2 4 2 4 6
2 2

1 tg tg 1 2
cos cos

1 tg tg 1 tg 1 tg tg 1 tg- a+ a

a a
= - a + a = + a - a + a = + a .

Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì (5) è ôîðìóëîé ñóììû êóáîâ, ò.å. a3 + b3 =
= (a + b)(a2 - ab + b2), óïðîñòèëè âûðàæåíèå.
Îòâåò: 1 + tg6a.

 9. Íàéäèòå: 1) cosa, tga è ctga, åñëè 
8
17

sina = ; 2) sina, tga è ctga, åñëè
cosa = 0,6.

10. Îïðåäåëèòå, ìîãóò ëè ñèíóñ è êîñèíóñ îäíîãî óãëà ñîîòâåòñòâåííî

áûòü ðàâíûìè: 1) 1
2
 è 3

2
;  2) 1

3
 è 3

4
.

11. Îïðåäåëèòå, ìîãóò ëè òàíãåíñ è êîòàíãåíñ îäíîãî óãëà ñîîòâåòñò-
âåííî áûòü ðàâíûìè:
1) 0,4 è 2,5; 2) 1,1 è 0,9; 3) 5 2+  è 5 2- .

12. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 1) tga · ctga - cos2a;   2) cosa - cosa · sin2a.
13. Êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 8 cm è 15 cm.

Íàéäèòå çíà÷åíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íàèìåíüøåãî óãëà
òðåóãîëüíèêà.

14. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 1) (1 - cosa)(1 + cosa);    2) sina - sina cos2a.htt
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Òå î ð åì à .

Ôîðìóëû äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé äîïîëíèòåëüíûõ óãëîâ.
Äîïîëíèòåëüíûìè óãëàìè íàçûâàþòñÿ äâà óãëà, êîòîðûå â ñóììå

ñîñòàâëÿþò 90°. Òàêèìè óãëàìè, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ îñòðûå óãëû
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà, êîòîðûå ìû ðàññìîòðåëè, óñòàíàâ-
ëèâàþò âçàèìîñâÿçü ìåæäó ðàçíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè îäíîãî óãëà. Ïîïðîáóåì óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè
äâóõ îñòðûõ óãëîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Äëÿ ëþáîãî îñòðîãî óãëà a â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñïðà-
âåäëèâû ðàâåíñòâà:

sin(90° - a) = cosa; cos(90° - a) = sina.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðÿìî-
óãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ñ ãèïîòåíóçîé
AB (ðèñ. 1). Åñëè ÐA = a, òî ÐB = 90° - a.
Âûðàçèâ ñèíóñû è êîñèíóñû îñòðûõ óãëîâ
òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì:

sin AC
AB

B =   è  cos AC
AB

A = , ò.å:

sin(90° - a) = cosa;

sin BC
AB

A =  è cos BC
AB

B = , ò.å.:

cos(90° - a) = sina.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùeå ñëåäñòâèå.
Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî îñòðîãî óãëà a â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëü-

íèêå ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:
tg(90° - a) = ctga;     ctg(90° - a) = tga.

Âîñïîëüçóÿñü âûøå âûâåäåííûìè ôîðìóëàìè, äîêàæèòå ñàìîñòîÿ-
òåëüíî ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ðàâåíñòâ.

Îñòðûå óãëû A è B â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÿâëÿþòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûìè óãëàìè, òàê êàê îíè äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî 90°.
Ó÷èòûâàÿ ýòî, âûøå âûâåäåííûå ôîðìóëû ÷èòàþòñÿ òàê:

– ñèíóñ äàííîãî óãëà ðàâåí êîñèíóñó äîïîëíèòåëüíîãî óãëà;
– êîñèíóñ äàííîãî óãëà ðàâåí ñèíóñó äîïîëíèòåëüíîãî óãëà;
– òàíãåíñ äàííîãî óãëà ðàâåí êîòàíãåíñó äîïîëíèòåëüíîãî óãëà;
– êîòàíãåíñ äàííîãî óãëà ðàâåí òàíãåíñó äîïîëíèòåëüíîãî óãëà.

22. ÔÎÐÌÓËÛ ÄËß ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ
  ÔÓÍÊÖÈÉ ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÕ ÓÃËÎÂ

C A

90°- a

B

a

1
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Çàäà÷à 1. Óãëû A è B – îñòðûå óãëû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Íàéäèòå tgA, åñëè 1

5
sin B = .

Ðåøåíèå. sinB = cosA, çíà÷èò, 1

5
cos sinA B= = . Ñèíóñ óãëà A íà-

õîäèì, èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå èç îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæ-
äåñòâà:

2
2 1 21 4

5 5 55
sin 1 cos 1 1A

æ ö
ç ÷
è ø

= - a = - = - = = .

Íàõîäèì òàíãåíñ óãëà ÷åðåç ñèíóñ è êîñèíóñ:
sin 2 1
cos 5 5

tg : 2A
A

A = = = .

Îòâåò: 2.
Çàäà÷à 2. Íàéäèòå îñòðûé óãîë x, åñëè ctgx = tg20°.
Ðåøåíèå. tg20° = ctg(90° - 20°) = ctg70°, Çíà÷èò, ctgx = ctg70°. Îòñþäà

x = 70°. Îòâåò: x = 70°.

 1. 1) ×òî íàçûâàþò äîïîëíèòåëüíûìè óãëàìè?
2) Êàêèå ñâÿçè âû çíàåòå ìåæäó ôóíêöèÿìè äâóõ îñòðûõ óãëîâ
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà? Çàïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû.

 2. Íàéäèòå îñòðûé óãîë x, åñëè:
1) sinx = cos40°;    2) cosx = sin76°;     3) tgx = ctg56°;     4) ctgx = tg16°.

 3. Óãëû A è B – îñòðûå óãëû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå
sinB è cosB, åñëè cosA = 0,6.

 4. Îïðåäåëèòå, ìîãóò ëè ñèíóñ è êîñèíóñ îäíîãî óãëà ñîîòâåòñòâåííî

áûòü ðàâíûìè: 1) 
1

5
 è 

2

5
;      2) 0,3 è 0,4.

 5. Óãëû A è B – îñòðûå óãëû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå
cosA è tgA, åñëè sinB = 0,5.

 6. Íàéäèòå íåèçâåñòíûå äëèíû (ðèñ. 2), è âû÷èñëèòå ñèíóñ, êîñèíóñ,
òàíãåíñ è êîòàíãåíñ îñòðûõ óãëîâ.

 7. Íàéäèòå cosa è sina, åñëè sin(90° - a) = 0,8.

 8. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 1) 
cos
ctg

a
a

;     2) ctg2a(2sin2a + cos2a - 1).

?
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1. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ñèíóñà, êîñèíóñà, òàíãåíñà è êîòàíãåíñà
óãëà 30°. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé óãëà
30° ðàññìîòðèì ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíîé a è
ïðîâåäåì â íåì âûñîòó BD, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå áèññåêòðèñîé è
ìåäèàíîé (ðèñ. 1). Â òðåóãîëüíèêå ABD ÐD = 90°, ÐB = 30° è AB = a.

Òîãäà 
2

= aAD , êàê êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà â 30°. Ïî òåîðåìå

Ïèôàãîðà:
2 2

2 2 2 2

42

aaBD AB AD a aæ ö
ç ÷
è ø

= - = - = - =

23 3
4 2
a a= = .

Ïî îïðåäåëåíèþ:
1

2 2
sin 30 :AD a

AB
a° = = = ;

3 3
2 2

cos30 :BD a
AB

a° = = = ;

3 1 3
2 2 33

tg30 :
AD a a

BD
° = = = = ;

3
2 2

ctg30 : 3BD a a
AD

° = = = .

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé äîïîëíè-
òåëüíûõ óãëîâ ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ óãëà 60°:

3
2

sin 60 sin(90 30 ) cos30° = ° - ° = ° = ;   tg60 tg(90 30 ) ctg30 3° = ° - ° = ° = ;

1
2

cos 60 cos(90 30 ) sin 30° = ° - ° = ° = ;     3
3

ctg60 ctg(90 30 ) tg30° = ° - ° = ° = .

2. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ñèíóñà, êîñèíóñà, òàíãåíñà è êîòàíãåíñà
óãëà 45°.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé óãëà 45° ðàññìîòðèì
ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëü-
íèê ABC ñ êàòåòàìè AC = BC = a è
ÐA = ÐB = 45° (ðèñ. 2). Ïî òåîðåìå Ïèôà-
ãîðà ãèïîòåíóçà ðàâíà 2AB a= . Ïî îïðå-
äåëåíèþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
îñòðîãî óãëà èìååì:

1 2
22 2

sin45 sin
BC a

AB a
A° = = = = = ;

BD

C

A

a

30°

2
a

3
2

a

1

A a C

B

a

45°

2

23. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß ÑÈÍÓÑÀ, ÊÎÑÈÍÓÑÀ,
ÒÀÍÃÅÍÑÀ È ÊÎÒÀÍÃÅÍÑÀ ÓÃËÎÂ 30°, 45°, 60°
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1 2
22 2

cos45 cos
AC a

AB a
A° = = = = = ;

tg45 tg 1BC a
AC a

A° = = = = ;

 ctg45 ctg 1AC a
BC a

A° = = = = .

Ïðåäñòàâèì çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé óãëîâ 30°, 45° è 60° â  âèäå òàáëèöû.

Çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé äðó-
ãèõ óãëîâ, à òàêæå êâàäðàò è êâàäðàòíûé êîðåíü
èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïî-
ìîùüþ êàëüêóëÿòîðà èëè ñïåöèàëüíûõ òàáëèö.

Çàäà÷à. Ãèïîòåíóçà AB ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà ABC ðàâíà 4 3  cm, à ÐA = 60° (ðèñ. 3).
Âû÷èñëèòå äëèíû êàòåòîâ ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Íàì èçâåñòíî, ÷òî êàòåò ïðîòèâî-
ëåæàùèé óãëó a, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ãèïîòåíó-
çû íà sin a. Ïîýòîìó:

3
2

sin 4 3 sin 60 4 3 6BC AB A= = × ° = × =  (cm).

Íàì èçâåñòíî, ÷òî êàòåò ïðèëåæàùèé ê óãëó a,
ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ãèïîòåíóçû íà cos a. Ïîýòîìó:

1
2

cos 4 3 cos 60 4 3 2 3AC AB A= = × ° = × =  (cm).

 Îòâåò: BC = 6 cm, 2 3AC =  cm.

3
3

a 30° 45° 60°

sina

cosa

tga

ctga

1
2

3
2

3
3

3

2
2

2
2

1

1

3
2

1
2

31

60°

A C

B3

 1. Âû÷èñëèòå: 1) sin30° + tg45°;   2) cos30° · tg60°;   3) 2 sin 45 cos 60 .° - °
2. Íà÷åðòèòå ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê è ïðîâåäèòå åãî âûñîòó.

Ñäåëàéòå íåîáõîäèìûå èçìåðåíèÿ è âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé óãëîâ 30° è 60°. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ñ òàáëè÷íûìè.

3. Äèàãîíàëü BD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïåðïåíäèêóëÿðíà ñòîðîíå
AB è ðàâíà 16 cm. Âû÷èñëèòå äëèíû ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè
óãîë BDA ðàâåí 30°.

 4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 6 3 , à ïðî-
òèâîëåæàùèé óãîë ðàâåí 60°. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó è âòîðîé êàòåò.

 5. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 1) tg2a(2cos2a + sin2a –1); 2) tg2a – sin2atg2a.
 6. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 2, à ïðîòè-

âîëåæàùèé óãîë ðàâåí 60°. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó è âòîðîé êàòåò.
 7. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: (sina + cosa)2 + (sina - cosa)2.
 8. Âû÷èñëèòå:

1)  cos45° · sin45°;      2) sin60° · tg30°;      3) 3 cos30 cos 60 .° - °

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ
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Çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ
âåëè÷èíîé óãëà. Ñîñòàâëåíû òàáëèöû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â
çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé óãëîâ (ñì. ïðèëîæåíèå â êîíöå êíèãè).
Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé óãëîâ,
ñîäåðæàùèõ öåëîå ÷èñëî ãðàäóñîâ, ñ òî÷íîñòüþ äî äåñÿòèòûñÿ÷íûõ
çíàêà. Çíà÷åíèå óãëîâ, íå áîëüøå 45°, ðàñïîëîæåíû â ëåâîì (1-îì)
ñòîëáöå «Ãðàäóñû», è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ôóíêöèé íàõîäÿò, ïîëüçóÿñü âåðõíèìè íàèìåíîâàíèÿìè ñòîëá-
öîâ (2–5), çíà÷åíèÿ óãëà, íå ìåíüøå 45°, ðàñïîëîæåíû â ïðàâîì (6- îì)
ñòîëáöå «Ãðàäóñû», è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñ-
êèõ ôóíêöèé íàõîäÿò, ïîëüçóÿñü íèæíèìè íàèìåíîâàíèÿìè (2–5)
ñòîëáöîâ. Â äâóõ êðàéíèõ ñòîëáöàõ óêàçàíû ãðàäóñíûå óãëû: â ëåâîì –
îò 1° äî 45°, ò.å. 1°, 2°, 3°, ..., 45°; â ïðàâîì – îò 45° äî 89°, ò.å. 45°, 46°,
47°, ... 89° . Òàáëèöà ñîñòàâëåíà ñ ó÷åòîì ôîðìóë äîïîëíåíèÿ:
sina = cos(90° - a), cosa = sin(90° - a) è ò.ä., çíà÷èò, sin1° = cos89°,
sin2° = cos88° è ò.ä.  Ìåæäó ýòèìè ñòîëáöàìè ñîäåðæèòñÿ ÷åòûðå (2–5)
ñòîëáöà çíà÷åíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé:

2-é – ñèíóñû óãëîâ îò 1° äî 45° (èëè êîñèíóñû îò 45° äî 89°);
3-é – òàíãåíñû óãëîâ îò 1° äî 45° (èëè êîòàíãåíñû îò 45° äî 89°);
4-é – êîòàíãåíñû óãëîâ îò 1° äî 45° (èëè òàíãåíñû îò 45° äî 89°);
5-é – êîñèíóñû óãëîâ îò 1° äî 45° (èëè ñèíóñû îò 45° äî 89°).

1. Âû÷èñëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ïî óãëó.

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå sin20°.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 1° £ 20° £ 45°, íàéäåì â êðàéíåì ëåâîì ñòîëáöå

çíà÷åíèå «ãðàäóñû» 20 è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðîêó ïåðâîãî
ñòîëáöà çíà÷åíèé. Óãîë 20° â íåé ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó 0,3420. Ýòî è
åñòü çíà÷åíèå sin20°. Ñëåäîâàòåëüíî, sin20° » 0,3420.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå sin75°.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 45° £ 75° £ 89°, íàéäåì â êðàéíåì ïðàâîì

ñòîëáöå çíà÷åíèå «ãðàäóñû» 75 è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðîêó
÷åòâåðòîãî ñòîëáöà çíà÷åíèé. Óãîë 75° â íåé ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó
0,9659. Ýòî è åñòü çíà÷åíèå sin75°. Ñëåäîâàòåëüíî, sin75° » 0,9659.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå cos33°.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 1° £ 33° £ 45°, íàéäåì â êðàéíåì ëåâîì ñòîëáöå

çíà÷åíèå «ãðàäóñû» 33 è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðîêó ÷åòâåð-
òîãî ñòîëáöà çíà÷åíèé. Óãîë  33° â íåé ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó 0,8387. Ýòî
è åñòü çíà÷åíèå cos33°. Ñëåäîâàòåëüíî, cos33° » 0,8387.

                 ÐÅØÅÍÈÅ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÛÕ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ§ 6.

24. ÒÀÁËÈÖÀ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ
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Àíàëîãè÷íî íàõîäèì çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé òàí-
ãåíñà è êîòàíãåíñà, êàê ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà.

2. Âû÷èñëåíèå óãëà ïî åãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè.
Çàäà÷à 4. Íàéäèòå îñòðûé óãîë x, åñëè sinx = 0,9848.
Ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî â ïåðâîì èëè ÷åòâåðòîì ñòîëáöå çíà÷åíèé

íàõîäèì ÷èñëî 0,9848. Îíî íàõîäèòñÿ â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå, ò.å. èñ-
êîìûé óãîë áîëüøå 45° è ìåíüøå 89°. Â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêå
ïðàâîãî ñòîëáöà («ãðàäóñû») çíà÷åíèé íàõîäèì ÷èñëî 80. Ñëåäîâàòåëü-
íî, èñêîìûé óãîë ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí 80°.  Îòâåò: x » 80°.

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå îñòðûé óãîë x, åñëè tgx = 0,7002.
Ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî âî âòîðîì èëè òðåòüåì ñòîëáöå çíà÷åíèé

íàõîäèì ÷èñëî 0,7002. Îíî íàõîäèòñÿ âî âòîðîì ñòîëáöå, èñêîìûé
óãîë ìåíüøå 45°. Â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêå ëåâîãî ñòîëáöà («ãðàäóñû»)
çíà÷åíèé íàõîäèì ÷èñëî 35°. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé óãîë ïðèá-
ëèçèòåëüíî ðàâåí 35°.

Îòâåò: x » 35°.

 1. Íàéäèòå èñïîëüçóÿ òàáëèöó:
a) 1) sin3°; 2) sin21°; 3) sin50°; 4) sin82°; 5) sin40°;
á) 1) cos9°; 2) cos12°; 3) cos41°; 4) cos67°; 5) cos4°;
â) 1) tg5°;    2) tg89°; 3) tg15°; 4) tg60°; 5) tg50°;
ã) 1) ctg10°; 2) ctg30°; 3) ctg75°; 4) ctg52°; 5) ctg5°.

 2. Íàéäèòå îñòðûé óãîë x, èñïîëüçóÿ òàáëèöó:
a) 1) sinx » 0,1392; 2) sinx » 0,8590; 3) sinx » 0,5150;
á) 1) cosx » 0,7431; 2) cosx » 0,6428; 3) cosx » 0,0523;
â) 1) tgx » 0,4663; 2) tgx » 11,430; 3) tgx » 0,1763;
ã) 1) ctgx » 0,9004; 2) ctgx » 1,192; 3) ctgx » 0,3640.

 3. (Ïðàêòè÷åñêàÿ ðàáîòà.) Íà÷åðòèòå ñ ïîìîùüþ òðàíñïîðòèðà
ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ îñòðûì óãëîì 40°. Èçìåðüòå åãî ñòî-
ðîíû è âû÷èñëèòå ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ è êîòàíãåíñ ýòîãî óãëà.

 4. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: tg15° · tg30° · tg60° · tg75°.
Ðåøåíèå. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè tg(90° - a) = ctga è  tga · ctga = 1,
âû÷èñëèì çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ (çàïîëíèòå ïðîïóñêè):

tg15° · tg30° · tg60° · tg75° = tg15° · tg30° · tg(90° - 30°) · tg(90° - 15°) =
= (tg15° · ctg...°) · (tg30° · ctg...°) = ... · ... = ... .

 5. Äîêàæèòå, ÷òî tg1° · tg2° · ... · tg88° · tg89° = 1.
 6. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

1) cos2a + cos2(90° - a);        2) sin2a - cos2(90° - a).
 7. Íàéäèòå èñïîëüçóÿ òàáëèöó: 1) sin70°;  2) cos55°;  3) tg10°; 4) ctg18°.
 8. Íàéäèòå îñòðûé óãîë x, èñïîëüçóÿ òàáëèöó: sinx » 0,1392.

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ
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25. ÐÅØÅÍÈÅ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÛÕ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ

Ãëàâíóþ çàäà÷ó òðèãîíîìåòðèè ñîñòàâëÿåò
ðåøåíèå òðåóãîëüíèêîâ. Ðåøåíèå òðåóãîëüíèêà –
ýòî çíà÷èò ïî èçâåñòíûì åãî ýëåìåíòàì íàéòè
íåèçâåñòíûå ýëåìåíòû.

Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðå-
øèòü ïî ñòîðîíå è îñòðîìó óãëó èëè äâóì
ñòîðîíàì. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû êîíêðåòíûõ
çàäà÷ íà ðåøåíèå ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ, ïîëüçóÿñü îáîçíà÷åíèÿìè ðèñ. 1. Ïðè
ýòîì äîãîâîðèìñÿ îêðóãëÿòü çíà÷åíèÿ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé äî òûñÿ÷íûõ, äëèíû
ñòîðîí – äî ñîòûõ, à ãðàäóñíûå ìåðû óãëîâ –
äî åäèíèö.

Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà,
çíàÿ äâà ýëåìåíòà.

Ñëó÷àé 1. Ðåøåíèå òðåóãîëüíèêà ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó.
Çàäà÷à 1. Íàéäèòå êàòåòû a, b è îñòðûé óãîë b, åñëè â ïðÿìî-

óãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ãèïîòåíóçà ðàâíà c = 10 cm, a = 50°.
Ðåøåíèå. 1) Ïîñêîëüêó ñóììà îñòðûõ óãëîâ ïðÿìîóãîëüíîãî

òðåóãîëüíèêà ðàâíà 90°, òî b = 90° - a = 90° - 50° = 40°.
Ñïîñîá 1. 2) Êàòåò, ïðîòèâîëåæàùèé óãëó a, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ

ãèïîòåíóçû íà sina, ò.å. a = c sina.

Çíà÷èò, 10 sin 50 10 0,7660 7,66a = ° = × » (cm).
3)  Êàòåò,  ïðèëåæàùèé  ê  óãëó  a, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ãèïîòåíóçû

íà cosa, ò.å. b = c cosa. Çíà÷èò, 10 cos 50 10 0,6428 6,43b = ° = × » (cm).
Ñïîñîá 2. 2) Êàòåò, ïðèëåæàùèé ê óãëó b, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ

ãèïîòåíóçû íà cosb, ò.å. a = c cosb.
Çíà÷èò, 10 cos 40 10 0,7660 7,66a = ° = × » (cm).
3) Êàòåò, ïðîòèâîëåæàùèé óãëó b, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ãèïîòåíóçû

íà sinb, ò.å. b = c sinb. Çíà÷èò, 10 sin 40 10 0,6428 6,43b = ° = × » (cm).
Îòâåò: » 7,66a  cm, » 6,43b  cm, b = 40°.
Ñëó÷àé 2. Ðåøåíèå òðåóãîëüíèêà ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó.
Çàäà÷à 2. Íàéäèòå êàòåò b, ãèïîòåíóçó c è îñòðûé óãîë a, åñëè â

ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êàòåò a = 6 cm è îñòðûé óãîë b = 22°.
Ðåøåíèå. 1) Ïîñêîëüêó ñóììà îñòðûõ óãëîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà ðàâíà 90°, òî a = 90° - b = 90° - 22° = 68°.
Ñïîñîá 1. 2) Ãèïîòåíóçà ðàâíà îòíîøåíèþ êàòåòà, ïðèëåæàùåìó ê

óãëó b, íà cosb, ò.å. 
cos

ac
b

= .

Çíà÷èò, 
6 6

cos cos 22 0,9272
6,47ac

b °
= = = » (cm).

A C

B

ac

b

a

b

1

htt
p:e

du
po

rta
l.u

z



59

3) Ïî îïðåäåëåíèþ: tg b
a

b = . Îòêóäà b = a tgb, ò.å.

b = 6tg22° = 6 · 0,4040 » 2,42 (cm).

Ñïîñîá 2. 2) Ãèïîòåíóçà ðàâíà îòíîøåíèþ êàòåòà, ïðîòèâîëåæà-
ùåìó óãëó a íà sina, ò.å. 

sin
ac

a
= .

Çíà÷èò, 
6 6

sin sin 68 0,9272
6,47ac

a °
= = = » (cm).

3) Ïî îïðåäåëåíèþ: tg b
a

b = . Îòêóäà b = a tgb, ò.å.

b = 6 tg22° = 6 · 0,4040 » 2,42 (cm).

Îòâåò: 6,47c »  cm, 2,42b »  cm, a = 68°.

 1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êàòåò äëèíîé 7 cm ÿâëÿåòñÿ
ïðèëåæàùèì ê óãëó 60°. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

 2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ãèïîòåíóçà ðàâíà 12 cm, à îäèí èç
êàòåòîâ ðàâåí 6 2  cm. Íàéäèòå îñòðûå óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

 3. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ãèïîòåíóçà ðàâíà c = 10 cm, à îñò-
ðûé óãîë ðàâåí a = 42°. Íàéäèòå êàòåòû a, b è îñòðûé óãîë b.
Ðåøèòå çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè (ñì. çàäà÷ó 1, ñòð. 58).

 4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí b = 4  cm,  à
îñòðûé óãîë ðàâåí b = 18°. Íàéäèòå êàòåò à, ãèïîòåíóçó c è îñòðûé
óãîë a. Ðåøèòå çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè (ñì. çàäà÷ó 2, ñòð. 59).

 5. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 
2cos

(1 sin )(1 sin )
sin cos(90 )a

+ a - a
- a ° - a .

 6. Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè óãîë ïðè
îñíîâàíèè ðàâåí 60°, à áîêîâàÿ ñòîðîíà
ðàâíà ìåíüøåìó îñíîâàíèþ è ðàâíà
2 2 cm. Íàéäèòå äëèíó áîëüøåãî îñíî-
âàíèÿ òðàïåöèè. Çàïîëíèòå ïðîïóñêè.
Ðåøåíèå. Òðàïåöèÿ ABCD – ðàâíîáåä-
ðåííàÿ, ÐA = ÐD = 60°, AB = DC = BC =
= 2 2 cm. Ïðîâåäåì CP || BA (ðèñ. 2).
Òîãäà ÐA = ÐCPD = 60° (êàê ... óãëû ïðè ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ CP è BA è ñåêóùåé AD ). Óãëû òðåóãîëüíèêà CPD
ðàâíû, ò.å. ...°, çíà÷èò, îí ... .
Ïîýòîìó, CP = PD = ... = 2 2  cm. Òîãäà AD = 2 · 2 2 = ...  (cm).

Îòâåò: 4 2   cm.
7. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ãèïîòåíóçà ðàâíà c = 8 cm, à îñò-

ðûé óãîë ðàâåí a = 30°. Íàéäèòå êàòåòû a, b è îñòðûé óãîë b.
Ðåøèòå çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè (ñì. çàäà÷ó 1, ñòð. 58).

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

P D

B C

60°
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Ñëó÷àé 3. Ðåøåíèå òðåóãîëüíèêà ïî ãèïîòåíóçå è êàòåòó.
Çàäà÷à 1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ãèïîòåíóçà ñ ðàâíà

13 cm, à êàòåò a ðàâåí 5 cm. Íàéäèòå êàòåò b, îñòðûå óãëû a è b.
Ðåøåíèå. 1) Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

2 2 2 213 5 169 25 144 12b c a= - = - = - = = (cm).

Ñïîñîá 1. 2) Ïî îïðåäåëåíèþ ñèíóñà îñò-
ðîãî óãëà a:

5
13

sin 0,3846a
c

a = = » .

Îòêóäà 23a » ° .

3) Ñóììà îñòðûõ óãëîâ â ïðÿìîóãîëüíîì
òðåóãîëüíèêå ðàâíà 90°. Òîãäà

b = ° - a » ° - ° = °90 90 23 67 .

Îòâåò: b = 12 cm, 23a » ° , 67b » ° .

Ñïîñîá 2. 2) Ïî îïðåäåëåíèþ ñèíóñà îñòðîãî óãëà b:
12
13

sin 0,9231b
c

b = = » .

Îòêóäà 67b » ° .
3) Ñóììà îñòðûõ óãëîâ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ðàâíà 90°.

Òîãäà

90 90 67 23a = ° - b » ° - ° = ° .

Îòâåò: b = 12 cm, 23a » ° , 67b » ° .
Ñëó÷àé 4. Ðåøåíèå òðåóãîëüíèêà ïî äâóì êàòåòàì.
Çàäà÷à 2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êàòåòû a è b  ðàâíû

ñîîòâåòñòâåííî 8 cm è 15 cm. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó c, îñòðûå óãëû
a è b.

Ðåøåíèå. 1) Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:
2 2 2 28 15 64 225 289 17c a b= + = + = + = =  (cm).

Ñïîñîá 1. 2) Ïî îïðåäåëåíèþ òàíãåíñà îñòðîãî óãëà a:
8
15

tg 0,5333a
b

a = = » .

Îòêóäà a » °28 .
3) Ñóììà îñòðûõ óãëîâ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ðàâíà 90°.

Òîãäà
b = ° - a » ° - ° = °90 90 28 62 .

Îòâåò: c = 17 cm, a » °28 , b » °62 .

A C

B

a
c

b

a

b

1
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Ñïîñîá 2. 2) Ïî îïðåäåëåíèþ òàíãåíñà îñòðîãî óãëà b:
15
8

tg 1,875b
a

=b = = .

Îòêóäà 62b » ° .

3) Ñóììà îñòðûõ óãëîâ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ðàâíà 90°.
Òîãäà

a = ° - b » ° - ° = °90 90 62 28 .

Îòâåò: c = 17 cm, a » °28 , 62b » ° .

Ñïîñîá 3. 1) Ïî îïðåäåëåíèþ êîòàíãåíñà îñòðîãî óãëà a:
15
8

ctg 1,875b
a

=a = = .

Îòêóäà a » °28 .
2) Ñóììà îñòðûõ óãëîâ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ðàâíà 90°.

Òîãäà
90 90 28 62b = ° - a » ° - ° = ° .

 3) Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:
2 2 2 28 15 64 225 289 17c a b= + = + = + = = (cm).

Îòâåò: c = 17 cm, a » °28 , b » °62 .

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

 1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ÐC = 90°, ãèïîòåíóçà ñ ðàâíà

9 2 cm, à êàòåò a ðàâåí 9 cm. Íàéäèòå êàòåò b, îñòðûå óãëû a è b.
Ðåøèòå çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè.

 2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ÐC = 90°, êàòåòû a è b ñîîò-
âåòñòâåííî ðàâíû 6 3 cm è 6 cm. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó c, îñòðûå
óãëû a è b ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Ðåøèòå çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè.

 3. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ÐC = 90°, êàòåòû a è b ñîîò-
âåòñòâåííî ðàâíû 11  cm è 5 cm. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó c, îñòðûå
óãëû a è b ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Ðåøèòå çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè.

 4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC (ÐC = 90°) îòðåçîê CD – ïåð-
ïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé ê ãèïîòåíóçå. Äîêàæèòå:

1) 
sin

cosCD
A

AB A= ;       2) AD tgA = BD tgB.

 5. Âû÷èñëèòå: 2sin60° + 4cos60° - ctg30° - 2tg45°.
 6. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ÐC = 90°, ãèïîòåíóçà ñ ðàâíà

25 cm, êàòåò b ðàâåí 24 cm. Íàéäèòå êàòåò a, îñòðûå óãëû a è b.
Ðåøèòå çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè.

 7. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ÐC = 90°, êàòåòû a è b ñîîò-
âåòñòâåííî  ðàâíû  10  cm  è  24  cm.  Íàéäèòå  ãèïîòåíóçó  c, îñòðûå
óãëû a è b ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Ðåøèòå çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè.htt
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Çàäà÷à 1.  Ïîñòðîèòü óãîë, ñèíóñ êî-

òîðîãî ðàâåí 
4
5 .

Ïîñòðîèì ïðÿìîé óãîë C è íà îäíîé
ñòîðîíå îòëîæèì îò âåðøèíû îòðåçîê CB,
ðàâíûé ÷åòûðåì ïðîèçâîëüíûì ìàñø-
òàáíûì åäèíèöàì (ðèñ. 1). Èç òî÷êè B
êàê èç öåíòðà ðàäèóñîì, ðàâíûì 5 òåì æå
ìàñøòàáíûì åäèíèöàì, îïèøåì äóãó, ïå-
ðåñåêàþùóþ äðóãóþ ñòîðîíó ïðÿìîãî
óãëà. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îáîçíà÷èì áóê-
âîé A. Ñîåäèíèâ òî÷êè A è B, ïîëó÷èì
ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC.  Óãîë –

A èñêîìûé, òàê êàê ñèíóñ ðàâåí 
4
5
, ò.å.

4
5

sin A = .
Çàäà÷à 2. Ïîñòðîèòü óãîë, êîñèíóñ

êîòîðîãî ðàâåí 
5
6  .

Ïîñòðîèì ïðÿìîé óãîë C è íà îäíîé
ñòîðîíå îòëîæèì îò âåðøèíû îòðåçîê AC,
ðàâíûé 5 ïðîèçâîëüíûì ìàñøòàáíûì
åäèíèöàì (ðèñ. 2). Èç òî÷êè A êàê  èç
öåíòðà ðàäèóñîì, ðàâíûì 6 òåì æå ìàñø-
òàáíûì åäèíèöàì, îïèøåì äóãó, ïåðåñå-
êàþùóþ äðóãóþ ñòîðîíó ïðÿìîãî óãëà.
Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îáîçíà÷èì áóêâîé B.
Ñîåäèíèâ òî÷êè A è B, ïîëó÷èì ïðÿìî-

óãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Óãîë A – èñ-

êîìûé, òàê êàê êîñèíóñ ðàâåí 
5
6 , ò.å.

5
6

cos A = .

Çàäà÷à 3. Ïîñòðîèòü óãîë, òàíãåíñ êîòîðîãî ðàâåí 
4
5 .

Ïîñòðîèì ïðÿìîé óãîë C è íà îäíîé åãî ñòîðîíå îòëîæèì îò
âåðøèíû îòðåçîê CA, ðàâíûé 5 ïðîèçâîëüíûì ìàñøòàáíûì åäèíèöàì,
à íà äðóãîé îòðåçîê CB, ðàâíûé 4 òåì æå ìàñøòàáíûì åäèíèöàì
(ðèñ. 3). Ñîåäèíèâ òî÷êè A è B, ïîëó÷èì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê

ABC. Óãîë A áóäåò èñêîìûì, òàê êàê åãî òàíãåíñ ðàâåí 
4
5 , ò.å. 

4
5

tgA = .

Êàæäûé èç êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà âñåãäà ìåíüøå
ãèïîòåíóçû, òî ñèíóñ è êîñèíóñ ëþáîãî îñòðîãî óãëà âñåãäà ìåíüøå 1.

A Ñ

B1

A C

B
2

A C

B3

27. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÛÕ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ
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×òî êàñàåòñÿ ñðàâíèòåëüíîé âåëè÷èíû êàòåòîâ, òî êàæäûé èç íèõ
ìîæåò áûòü âçàèìíî ðàâíûì, è áîëüøå èëè ìåíüøå äðóãîãî. Ïîýòîìó
òàíãåíñ è êîòàíãåíñ îñòðîãî óãëà ìîãóò áûòü âûðàæåíû ëþáûì ïîëî-
æèòåëüíûì ÷èñëîì. Êàæäûé èç íèõ ìîæåò áûòü ìåíüøå åäèíèöû,
áîëüøå åäèíèöû è ðàâåí åäèíèöå. Åñëè çíà÷åíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé áóäåò äåñÿòè÷íîé äðîáüþ, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà, åãî íåîáõîäèìî çàïèñàòü â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè, è
ïîñëå ýòîãî íàäî âûáðàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàñøòàáíóþ åäèíèöó, à
çàòåì íàäî ïîñòðîèòü ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê êàê â ðåøåííûõ
çàäà÷àõ.

 1. Ïîñòðîéòå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC (ÐC = 90°), åñëè:

1)
3
5

tgA = ;     2) 
2
3

sinA = .

 2. Ïîñòðîéòå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC

(ÐC = 90°), åñëè: 1)
5
8

sinA = ; 2) 
3
4

cosA =  .

3. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC óãîë

C ðàâåí 90°, 7 2c = cm – ãèïîòåíóçà,
b = 7 cm – êàòåò. Íàéäèòå êàòåò a, îñòðûå
óãëû a è b ýòîãî òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 4).

4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC óãîë
C ðàâåí 90°, c = 12 cm – ãèïîòåíóçà, a = 60°.
Íàéäèòå êàòåòû a, b, îñòðûé óãîë b òðå-
óãîëüíèêà  (ðèñ.  4).  Ðåøèòå  çàäà÷ó  äâóìÿ
ñïîñîáàìè.

 5. Íàéäèòå íåèçâåñòíûå äëèíû (ðèñ. 5, 6).

 6. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90°, c = 74 cm –

ãèïîòåíóçà, 12
37

sina = . Íàéäèòå ïåðèìåòð ýòîãî òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 4).

 7. Ïîñòðîéòå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC (ÐC = 90°), åñëè:

1)
4
7

sinA = ;        2) 
3
5

cosA = ;        3) 
2
5

tgA = .

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

A

C 3x cm B

13 
cm

2x
 c

m

6

m 7 m

B

A

C D

5 AC = x

xm

A C

B
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1. Ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ïèôàãîðà.

Çàäà÷à 1. Öâåòîê âîäÿíîé ëèëèè âûñòóïàåò íàä ïîâåðõíîñòüþ îçåðà
íà 10 cm. Åñëè öâåòîê ïîòÿíóòü â ñòîðîíó, òî îí êîñíåòñÿ ïîâåðõíîñòè
âîäû íà ðàññòîÿíèè 1 m îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ. Íàéäèòå ãëóáèíó
îçåðà â äàííîì ìåñòå.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ãëóáèíó îçåðà CD â äàííîì ìåñòå ÷åðåç x (ðèñ. 1).
Òîãäà BD = AD = AC + CD = 0,1 + CD = 0,1 + x (m). Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà BCD, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà
èìååì:

BD2 - CD2 = BC 2, (0,1 + x)2 - x2 = 1,

îòêóäà:

0,01+ 0,2x + x2 - x2 = 1;

0,2x = 0,99;  x = 0,99 : 0,2;

 x = 9,9 : 2;  x = 4,95 (m).

Îòâåò: ãëóáèíà îçåðà 4,95 m.
Çàäà÷à 2. Âûñîòà îäíîãî äåðåâà

20 m, à âòîðîãî 9 m. Ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó äåðåâüÿìè ñîñòàâëÿåò 60 m. Íàé-
äèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðõóøêàìè
ýòèõ äåðåâüåâ (ðèñ. 2). Ðåøèòå ñàìîñ-
òîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 3. Âûñîòû äâóõ ñîñåí ñîîò-
âåòñòâåííî ðàâíû 21 m è 28 m,
à ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ñîñòàâëÿåò
24 m. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåð-
õóøêàìè ýòèõ äåðåâüåâ (ñì. ðèñ. 2).
Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

2. Ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è íà ïðèìå-
íåíèå ñèíóñà îñòðîãî óãëà.

Êðóòèçíó ïîäúåìà íà ðîâíîé  íàê-
ëîííîé äîðîãå ìîæíî çàäàòü íå óã-
ëîì íàêëîíà, à âûñîòîé ïîäúåìà,
ïðèõîäÿùåãîñÿ íà äëèíó ïðîéäåííî-
ãî ïóòè (ðèñ. 3). Íàïðèìåð, ïîäúåì
2 ì íà 100 ïóòè. Â ýòîì ñëó÷àå êðó-
òèçíà ïîäúåìà çàäàåòñÿ îòíîøåíèåì
âûñîòû ê ïðîéäåííîìó ïóòè.  Â ðàñ-
ñìîòðåííîì ïðèìåðå îíà ðàâíà 0,02,

28. ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀÍÈß È ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ

10 cm 1 m

D

BC

A1

x

A C

B
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ò.å.: 
2 m

100 m
0,02= . Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî áûëî áû ãîâîðèòü è î ñïóñêå,

íàïðèìåð, ïî òîé æå äîðîãå. Ýòî îòíîøåíèå 0,02 íå çàâèñèò îò ïðîé-
äåííîãî ïóòè.

Çàäà÷à 4. Óãîë ïîäúåìà ðîâíîé íàêëîííîé äîðîãè ñîñòàâëÿåò â ñðåä-
íåì 15° (ñì. ðèñ. 3). Íà êàêóþ âûñîòó ïîäíèìàåòñÿ ëåãêîâàÿ ìàøèíà,
ïðîéäÿ ïî äîðîãå 300 m?

Óêàçàíèå. Íàéäèòå êðóòèçíó ïîäúåìà, ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå ñèíóñà
îñòðîãî óãëà.

2. Ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå òàíãåíñà îñòðîãî óãëà.

Çàäà÷à 5. Íà ðàññòîÿíèè 700 m îò òî÷êè îòðûâà ñàìîëåòà îò çåìëè
ðàñïîëîæåíû äåðåâüÿ âûñîòîé 24 m. Ïîä êàêèì óãëîì äîëæåí ïîä-
íèìàòüñÿ ñàìîëåò, ÷òîáû íå çàäåòü äåðåâüÿ?

Ðåøåíèå. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå  ABC (ÐC = 90°) AC = 700 m,
BC = 24 m (ðèñ. 4). Ïî îïðåäåëåíèþ òàíãåíñà îñòðîãî óãëà íàõîäèì:

24
700

tg 0,0343 2BC
AC

a = = » Þ a » ° .

Îòâåò: ÷òîáû íå çàäåòü äåðåâüÿ îò òî÷êè îòðûâà çåìëè ñàìîëåò äîë-
æåí ïîäíèìàòüñÿ ïîä óãëîì íå ìåíüøå 2°.

Çàäà÷à 6. Îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ïóíêòàìè A è B, ðàçäå-
ëåííûìè ïðåïÿòñòâèåì. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ðàññòîÿíèå îò ïóíêòà A
äî ïóíêòà B, íàõîäÿùåãîñÿ çà ðåêîé (ðèñ. 5).

Ðåøåíèå. Ñòðîèì ïðè ïîìîùè àñòðîëÿ-
áèè èëè ýêêåðà ïðè òî÷êå  A ïðÿìîé óãîë
BAC. Âçÿâ íà  ïðÿìîé AC ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó D, ñ ïîìîùüþ àñòðîëÿáèè èçìåðÿåì
óãîë ADB; ïóñòü îí ðàâåí 44°. Èçìåðÿåì
ðàññòîÿíèå AD, ïóñòü îíî ñîñòàâèò 120 m.
Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì òàíãåíñà îñòðîãî
óãëà, íàõîäèì ðàññòîÿíèå AB:

120
tg44 120 tg44AB AB= ° Þ = × ° »

  120 0,9657» × » 116 (m).

Îòâåò: » 116 m.
A D

B

a

5

C

A

4
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B
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Çàäà÷à 7. Îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå îò ïóíêòà A äî ïóíêòà B, ìåæäó
êîòîðûìè íàõîäèòñÿ âîäíîå ïðîñòðàíñòâî (ðèñ. 6).

Óêàçàíèå. Ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî çàäà÷å 6.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî ÐADB = 48° è AD = 200 m, ðåøèòå çàäà÷ó.

Çàäà÷à 8. Îïðåäåëèòü âûñîòó ïðåäìåòà, ê îñíîâàíèþ êîòîðîãî ïî-
äîéòè íåëüçÿ, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü âûñîòó ýëåêòðîïåðåäàò-
÷èêà (ðèñ. 7).

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ACD.  Â  ýòîì
òðåóãîëüíèêå ìû ìîæåì ñ ïîìîùüþ àñòðîëÿáèè èçìåðèòü óãîë A.
Ïîëîæèì, îí ðàâåí 42°.

Â òðåóãîëüíèêå BCD èçìåðÿåì óãîë DBC, ïóñòü îí ðàâåí 47°.
Ïî îïðåäåëåíèþ òàíãåíñà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ACD èìååì:

tg42
tg42CD CD

AC
AC

°
= ° Þ =  . (1)

Ïî îïðåäåëåíèþ òàíãåíñà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå BCD èìååì:

tg47
tg47CD CD

BC
BC

°
= ° Þ =  . (2)

Òî÷êè A, B è C íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé.
Íàõîäèì ðàçíîñòü AC - BC, ò.å. èç ðàâåíñòâà (1) âû÷èòàåì (2):

( )1 1
tg42 tg47 tg42 tg47
CD CDAC BC AC BC CD

° ° ° °
- = - Þ - = - Þ

( )1 1
0,9004 1,0724

(1,1106 0,9325)AC BC CD AC BC CDÞ - = - Þ - = - Þ

0,1781
0,1781 AC BCAC BC CD CD -Þ - = × Þ = .

Ðàññòîÿíèå AC - BC, ò.å. AB, ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî èçìåðåíî,
ïóñòü îíî ðàâíî 12 m, òîãäà

12
0,1781 0,1781 0,1781

67,4AC BC ABCD -
= == »  (m).

Îòâåò: 67,4»  m.
Ñîñòàâüòå è ðåøèòå çàäà÷è â îêðóæàþùåé îáñòàíîâêå, íàéòè âûñîòó

êàêîãî-íèáóäü ïðåäìåòà, ê îñíîâàíèþ êîòîðîãî ïîäîéòè íåëüçÿ èëè
îïðåäåëèòå ðàññòîÿíèå äî êàêîé-íèáóäü íåäîñòóïíîé òî÷êè.

C

D

A

B

D

A B
42°

C
47°
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1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ãèïîòåíóçà ðàâíà 20 cm, à ñèíóñ
îäíîãî èç îñòðûõ óãëîâ ðàâåí 0,5. Íàéäèòå êàòåòû òðåóãîëüíèêà.

2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ãèïîòåíóçà ðàâíà 13 cm, à êîñèíóñ

îäíîãî èç îñòðûõ óãëîâ ðàâåí 5
13

. Íàéäèòå êàòåòû òðåóãîëüíèêà.

3. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: (sin2a - cos2a)2 + 2 sina cosa.
4. Íàéäèòå âûñîòû òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè:

1) a = ñ = 17 cm, b = 16 cm; 2) a = 30 cm, b = 34 cm, c = 16 cm.

Ïðîâåðüòå ñåáÿ!ÒÅÑÒ 2
 1. Îäèí èç êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 12 cm, à ãèïî-

òåíóçà íà 6 cm áîëüøå âòîðîãî êàòåòà. Íàéäèòå äëèíó ãèïîòåíóçû.
A) 15 cm; Á) 25 cm; Â) 26 cm; Ã) 18 cm.

2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 12 cm, à âòî-
ðîé ìåíüøå ãèïîòåíóçû íà 8 cm. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó òðåóãîëüíèêà.
A) 15 cm; Á) 16 cm; Â) 13 cm; Ã) 25 cm.

3. Ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 25 cm, êàòåòû îò-
íîñÿòñÿ êàê 3 : 4. Íàéäèòå ìåíüøèé êàòåò òðåóãîëüíèêà.
A) 10 cm; Á) 15 cm; Â) 9 cm; Ã) 20 cm.

4. ×åìó ðàâíà íàèìåíüøàÿ âûñîòà òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 13 cm,
14 cm è 15 cm?
A) 11,5 cm; Á) 11,1 cm; Â) 11 cm; Ã) 11,2 cm.

5. Äèàãîíàëè ðîìáà ðàâíû 14 cm è 48 cm. Íàéäèòå ïåðèìåòð ðîìáà.
A) 60 cm; Á) 100 cm; Â) 80 cm; Ã) 120 cm.

6. Ïåðèìåòð ðîìáà 68 cm, îäíà èç äèàãîíàëåé ðàâíà 30 cm. Íàéäèòå
âòîðóþ äèàãîíàëü ðîìáà.
A) 12 cm; Á) 8 cm; Â) 16 cm; Ã) 20 cm.

7. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 5 3   cm,
à ïðîòèâîëåæàùèé óãîë ðàâåí 60°. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó òðåóãîëüíèêà.

A) 5 3  cm; Á) 2 15  cm; Â) 5 cm; Ã) 10 cm.

 8. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 5 3  cm,
à ïðèëåæàùèé óãîë ðàâåí 30°. Íàéäèòå âòîðîé êàòåò ýòîãî òðåóãîëü-
íèêà.

A) 5 3  cm; Á) 2 15  cm; Â) 5 cm; Ã) 10 cm.

9. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC (ÐC = 90°) ãèïîòåíóçà ðàâíà
17 cm, à êàòåòû ðàâíû 15 cm è 8 cm. Íàéäèòå ñèíóñ óãëà A.

A) 
8
15 ; Á) 

8
17 ; Â) 

17
15 ; Ã) 

15
17 .

29–30. ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ 2. ÐÀÁÎÒÀ ÍÀÄ ÎØÈÁÊÀÌÈ
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Ïèôàãîð
(570–500 ãã. äî í.ý.)

10. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC (ÐC = 90°) ãèïîòåíóçà ðàâíà
37 cm, à êàòåòû ðàâíû 12 cm è 35 cm. Íàéäèòå êîñèíóñ óãëà B.

A) 
12
37 ; Á) 

35
37 ; Â) 

12
35 ; Ã) 

35
12 .

Èçó÷àåì àíãëèéñêèé ÿçûê!

Òåîðåìà Ïèôàãîðà – Pythagorean theorem Ñèíóñ – sine
Îáðàòíàÿ òåîðåìà – inverse function theorem Êîñèíóñ – cosine
Òðèãîíîìåòðèÿ – trigonometry Òàíãåíñ – tangent
Ãèïîòåíóçà – hypotenuse Êîòàíãåíñ – cotangent

Ïèôàãîð îäèí èç âåëè÷àéøèõ ó÷åíûõ Äðåâíåé
Ãðåöèè æèë â VI â. äî í.ý (îê. 570–500 ãã. äî
í.ý.). Îí ðîäèëñÿ íà îñòðîâå Ñàìîñ â Ýãåéñêîì
ìîðå, â ìîëîäûå ãîäû ìíîãî ñòðàíñòâîâàë, äîëãî
æèë â Åãèïòå, çàòåì Âàâèëîíå, ìîæåò áûòü,
ïîáûâàë è â Èíäèè.

Ïîñëåäíèé ïåðèîä ñâîåé æèçíè (ïðèìåðíî ñ
530 ã. äî í.ý.) Ïèôàãîð ïðîæèë â ãîðîäå
Êðîòîíå – ãðå÷åñêîé êîëîíèè íà þãå Èòàëèè.
Çäåñü îí ñîçäàë çíàìåíèòóþ ïèôàãîðåéñêóþ
øêîëó. Åãî èññëåäîâàíèÿ îõâàòûâàëè è àðèô-
ìåòèêó («Âñå åñòü ÷èñëî» – äåâèç ïèôàãîðåéöåâ),
è, êîíå÷íî, ãåîìåòðèþ. Òîãäà ìàòåìàòèêà òîëüêî
ñêëàäûâàëàñü ó ãðåêîâ â òåîðåòè÷åñêóþ íàóêó, è
Ïèôàãîð îêàçàë íà íåå áîëüøîå âëèÿíèå. Îäíàêî íå îí îòêðûë òåîðåìó,
íîñÿùóþ åãî èìÿ. Îíà áûëà èçâåñòíà åùå ðàíüøå â Äðåâíåì Åãèïòå è
Âàâèëîíå, çàäîëãî äî Ïèôàãîðà. Âîçìîæíî, ÷òî òîãäà åùå íå çíàëè åå
äîêàçàòåëüñòâà, à ñàìî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ãèïîòåíóçîé è êàòåòàìè áûëî
óñòàíîâëåíî îïûòíûì ïóòåì íà îñíîâå èçìåðåíèé. Ïèôàãîð, ïî âèäèìîìó,
íàøåë äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, è ôàêò, âçÿòûé èç îòäåëüíûõ
èçìåðåíèé, ñòàë çàêîíîì: âåäü åñëè óòâåðæäåíèå äîêàçàíî, òî çíà÷èò, «îíî
íå ìîæåò áûòü èíà÷å». Òåîðåìà îòíîñèëàñü òîãäà ê ïëîùàäÿì êâàäðàòîâ, à
íå ê ÷èñëåííûì çíà÷åíèÿì äëèí.

Ñîõðàíèëîñü äðåâíåå ïðåäàíèå, ÷òî â ÷åñòü ñâîåãî îòêðûòèÿ Ïèôàãîð
ïðèíåñ â æåðòâó áîãàì áûêà, ïî äðóãèì ñâèäåòåëüñòâàì – äàæå ñòî áûêîâ.

Òåîðåìà Ïèôàãîðà – îäíà èç ñàìûõ êðàñèâûõ â ãåîìåòðèè. Èìååòñÿ
áîëåå 500 ðàçëè÷íûõ åå äîêàçàòåëüñòâ. Ìíîãèå èçâåñòíûå ìûñëèòåëè è ïè-
ñàòåëè ïðîøëîãî îáðàùàëèñü ê ýòîé çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìå è ïîñâÿòèëè åé
ñâîè ñòðîêè.

Èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ
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1. Êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïëîñêîñòè. Ïðîâåäåì íà ïëîñêîñòè ÷åðåç
òî÷êó O äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå Ox è Oy. Ýòà òî÷êà
ïðèíèìàåòñÿ çà íà÷àëî îòñ÷åòà êàæäîé êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé, âûáåðåì
íà êàæäîé èç íèõ íàïðàâëåíèå (åãî îáîçíà÷àþò ñòðåëêîé) è åäèíè÷-
íûé îòðåçîê. Çà ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå íà îñè Ox, êàê ïðàâèëî,
ïðèíèìàþò íàïðàâëåíèå ñëåâà íàïðàâî, à íà îñè Oy – ñíèçó ââåðõ
(ðèñ. 1). Ââåäåííóþ òàêèì ñïîñîáîì ñèñòåìó êîîðäèíàò íàçûâàþò
ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé â  ÷åñòü  Ðåíå
Äåêàðòà, êîòîðûé ïåðâûì ïðèìåíèë åå â
ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ.

Îñü Ox íàçûâàþò îñüþ àáñöèññ (èëè îñü x),
îáû÷íî îíà ðàñïîëàãàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî; à
îñü Oy – îñüþ îðäèíàò (èëè îñü y), îáû÷íî
îíà ðàñïîëàãàåòñÿ âåðòèêàëüíî.

Ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé âûáðàíà ñèñòåìà
êîîðäèíàò, íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé ïëîñ-
êîñòüþ. Ïóñòü A – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Ïðîâåäåì ÷åðåç íåå
ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñÿì Ox è Oy. Îíè
ïåðåñåêàþò îñè Ox è Oy, ñîîòâåòñòâåííî, â
òî÷êàõ Ax è Ay (ñì. ðèñ. 1.).

Ïóñòü äëèíà îòðåçêà AAx ðàâíà x, à äëèíà
îòðåçêà AAy ðàâíà y. ×èñëî x íàçûâàåòñÿ àáñ-
öèññîé òî÷êè A, à ÷èñëî y – îðäèíàòîé òî÷êè
A. Ïàðó ÷èñåë x è y íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè
òî÷êè A è çàïèñûâàþò òàê: A(x; y ). Ïðè ýòîì
àáñöèññó òî÷êè óêàçûâàþò ïåðâîé, à îðäè-
íàòó – âòîðîé.

Òàêèì îáðàçîì: 1) êàæäîé òî÷êå A íà ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò ïàðà
÷èñåë (x ; y), íàçûâàåìûõ åå êîîðäèíàòàìè; 2) è, íàîáîðîò, åñëè äàíû
äâà ÷èñëà (x ; y), òî ýòè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè A; 3) åñëè
x ¹ y, òî ïàðû êîîðäèíàò (x ; y)  è  (y ; x) îïðåäåëÿþò ðàçíûå òî÷êè
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.

§ 7. ÑÈÑÒÅÌÀ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

31. ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÛ ÒÎ×ÊÈ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ.
ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÛ ÑÅÐÅÄÈÍÛ ÎÒÐÅÇÊÀ

O 1 A
x

x

1

A
y

y

A(x; y)

O

y

x

II I
(+; +)(–; +)

III IV
(+; –)(–; –)

1

2

O 1 A
x x

r
a

A(x; y)

1

A
y

y

b
v

b
v

r
aB C

O
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Íà÷àëî êîîðäèíàò – òî÷êà O ëåæèò è íà îñè àáñöèññ, è íà îñè îð-
äèí àò. Çí à÷èò, åå êî î ðäèí àòû O(0; 0). Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà B íà îñè Ox
èìååò êîîðäèíàòû B(x; 0), ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà Ñ íà îñè Oy èìååò
êîîðäèíàòû C(0; y). Îñè êîîðäèíàò (Ox è Oy) äåëÿò ïëîñêîñòü íà ÷å-
òûðå ÷àñòè, èõ íàçûâàþò êîîðäèíàòíûìè ÷åòâåðòÿìè èëè êîîðäèíàò-
íûìè óãëàìè. Êîîðäèíàòíûå ÷åòâåðòè íóìåðóþò ðèìñêèìè öèôðàìè,
ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Â ïðåäåëàõ îäíîé êîîðäèíàòíîé
÷åòâåðòè çíàêè êîîðäèíàò òî÷åê ñîõðàíÿþòñÿ òàêèìè, êàê óêàçàíî íà
ðèñ. 2.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñëó÷àè ïðèìåíåíèÿ êîîðäèíàò äëÿ èçó÷åíèÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð è èõ ñâîéñòâ.

2. Êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà.

Êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:
1 2

2

x x
x

+
= ,  1 2

2

y y
y

+
= ,

ãäå A(x1; y1) è B(x2; y2) – êîíöû îòðåçêîâ, C(x; y) – ñåðåäèíà îòðåçêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì êîîðäèíàòû x è y
òî÷êè C. Ïóñòü îòðåçîê AB íå ïåðåñåêàåò îñü
Ox, ò.å. ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà x1 < x2

(ðèñ. 3). Ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿðû AA1, BB1 è
CC1 ê îñè Ox. Î÷åâèäíî, ÷òî AA1 || BB1 || CC1 è
îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ èìåþò êîîðäèíà-
òû A1(x1; 0), B1(x2; 0) è Ñ1(x; 0). Ïîñêîëüêó
òî÷êà C – ñåðåäèíà îòðåçêà AB, òî ïî òåîðåìå
Ôàëåñà òî÷êà C1 – ñåðåäèíà îòðåçêà A1B1. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî A1C1 = C1B1, ò.å. x2 - x = x - x1, îò-

êóäà 1 2

2

x x
x

+
= .

Åñëè x1 = x2, ò.å. îòðåçîê AB ïàðàëëåëåí îñè Oy, òî âñå òî÷êè A1, B1

è C1 ñîâïàäàþò, ò.å. x1 = x = x2, çíà÷èò, ôîðìóëà ñíîâà âûïîëíÿåòñÿ.
Òîò  æå  ðåçóëüòàò  ïîëó÷èì è  â  ñëó÷àå  x1 > x2 (ïðîâåðüòå ýòî ñàìî-

ñòîÿòåëüíî).
Îðäèíàòà òî÷êè C íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. ×åðåç òî÷êè A, B è C

ïðîâîäÿòñÿ ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè Oy. Ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà:
1 2

2

y y
y

+
= .

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ñ âåðøèíàìè â
òî÷êàõ A(-2; 1), B(0; 4), C(4; 1) è D(2; -2) ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì.

Ðåøåíèå. Êàê èçâåñòíî, ïî ïðèçíàêó ïàðàëëåëîãðàììà ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê, äèàãîíàëè êîòîðîãî òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì,
ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì. Íàéäåì êîîðäèíàòû ñåðåäèíû äèàãîíàëåé
AC è BD äàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Ñåðåäèíà îòðåçêà AC èìååò

O A1 C1 B1 x

y

A
C

B
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êîîðäèíàòû:
–2 4

2
1x += = ,  

1 1
2

1y += = .

Ñåðåäèíà îòðåçêà BD èìååò êîîðäèíàòû:
0 2
2

1x += = ,   
4 ( 2)

2
1y + -= = .

Èòàê, îòðåçêè AC è BD èìåþò îáùóþ ñåðåäèíó (1; 1), ò.å. ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê ABCD – ïàðàëëåëîãðàìì ïî ïðèçíàêó 3.

 1. 1) Êàê íàçûâàþòñÿ îñè êîîðäèíàò è òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ?
2) Êàêàÿ ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ? ×òî
òàêîå êîîðäèíàòû òî÷êè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè?

 2. Èç òî÷êè A(4; -5) ïðîâåäåíû ïåðïåíäèêóëÿðû ê îñÿì êîîðäèíàò.
Íàïèøèòå êîîðäèíàòû îñíîâàíèé ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ.

 3. Îïðåäåëèòå, â êàêîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè ëåæèò òî÷êà A(x; y),
åñëè:
1) x = -4, y = -6;    2) x = -3, y = 5;    3) x > 0, y < 0;    4) x > 0, y > 0.

 4. Íàéäèòå êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà AB, åñëè: 1) A(-12; -3),
B(-8; 1);    2) A(4; -11), B(-4; 0);    3) A(-2; 9), B(-2; -7).

 5. Òî÷êà C – ñåðåäèíà îòðåçêà AB. Íàéäèòå êîîðäèíàòû: 1) òî÷êè B,
åñëè A(2; -3), C(0,5; 1);   2) òî÷êè A, åñëè C(0; -1), B(3; -3).

 6. Äàíû òî÷êè A(-4; 0), B(-2; -2), C(0; -6) è D(-2; -4). Äîêàæèòå,
÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD – ïàðàëëåëîãðàìì.

 7. Íàéäèòå êîîðäèíàòû ÷åòâåðòîé âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà ABCD,
åñëè: 1) A(2; 6), B(4; 7), C(8; 10);     2) B(-1; 4), C(3; 5), D(1; 3).

 8. Òî÷êà C – ñåðåäèíà îòðåçêà AB, à òî÷êà D – ñåðåäèíà îòðåçêà BC.
Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè D, åñëè:
1) A(-3; 3), B(5; -1); 2) A(-2; -1), C(2; 3).

Çíàòü ýòî ïîëåçíî!
Ãåîãðàôè÷åñêàÿ øèðîòà è äîëãîòà íà ïîâåðõíîñ-

òè Çåìëè íàçûâàþòñÿ ãåîãðàôè÷åñêèìè êîîðäèíà-
òàìè ýòîé òî÷êè. Íà êàæäóþ òî÷êó ïîâåðõíîñòè
Çåìëè ñîïîñòàâëÿåòñÿ äâà ïàðàìåòðà – åãî ãåîãðà-
ôè÷åñêàÿ äîëãîòà è øèðîòà, è òî÷íî òàê æå íàîáî-
ðîò ïî äâóì ïàðàìåòðàì ãåîãðàôè÷åñêîé äîëãîòû è
øèðîòû îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíàÿ òî÷êà íà ïîâåðõ-
íîñòè Çåìëè. Çäåñü ïàðàëëåëè è ìåðèäèàíû âûïîë-
íÿþò ðîëü îñåé àáñöèññ è îðäèíàò â ïðÿìîóãîëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Íàïðèìåð, ã. Òàøêåíò íàõîäèòñÿ íà 069,20  âîñòî÷íîé äîëãîòå » 69° è
041,26 ñåâåðíîé øèðîòå » 41°, à ã. Ñàìàðêàíä íà 066,93 âîñòî÷íîé äîëãîòå
» 67° è 039,65 ñåâåðíîé øèðîòå » 40°.

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ
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1. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè A(x1; y1) è B(x2; y2) âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå:

2 2
2 1 2 1( ) ( )AB x x y y= - + - .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà x1 ¹ x2 è
y1 ¹ y2. Ïðîâåäåì ÷åðåç äàííûå
òî÷êè A è B ïðÿìûå, ïåðïåíäè-
êóëÿðíûå îñÿì êîîðäèíàò, è îáîç-
íà÷èì òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ C
(ðèñ. 1). Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-
êàìè A è C ðàâíî 2 1x x- , à ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè B è C

2 1y y- . Èòàê, èç ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà ABC ïî òåîðåìå Ïè-
ôàãîðà èìååì:

AB 2 = (x2 - x1)
2 + (y2 - y1)

2,  èëè = - + -2 2
2 1 2 1( ) ( )AB x x y y .     (1)

Õîòÿ ôîðìóëà (1) äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè âûâåäåíà íàìè â
ïðåäïîëîæåíèè x1 ¹ x2 è y1 ¹ y2, îíà îñòàåòñÿ âåðíîé è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x1 = x2 è y1 ¹ y2, òî AB = 2 1y y- . Òîò æå ðåçóëüòàò
äàåò è òîëüêî ÷òî äîêàçàííàÿ ôîðìóëà (1). Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ñëó÷àé, êîãäà x1 ¹ x2 è y1 = y2. Ïðè x1 = x2 è y1 = y2 òî÷êè A è B
ñîâïàäàþò è ôîðìóëà (1) äàåò AB = 0.

Çàäà÷à 1. Âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD èìåþò êîîðäèíàòû
A(-2; 1), B(0; 4), C(4; 1) è D(2; -2). Äîêàæèòå, ÷òî ABCD – ïàðàëëå-
ëîãðàìì.

Ðåøåíèå. Êàê èçâåñòíî, ïî 2-îìó ïðèçíàêó ïàðàëëåëîãðàììà,
÷åòûðåõóãîëüíèê, ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíû, ÿâëÿåòñÿ
ïàðàëëåëîãðàììîì. Íàéäåì äëèíû ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD:

2 2(0 ( 2)) (4 1) 13AB = - - + - = ;  2 2(4 0) (1 4) 25 5BC = - + - = = ;

2 2(2 4) ( 2 1) 13CD = - + - - = ; 2 2(2 ( 2)) ( 2 1) 25 5AD = - - + - - = = .

Èòàê, AB = CD è BC = AD, ò.å. ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD – ïàðàë-
ëåëîãðàìì ïî ïðèçíàêó.

32–33. ÐÀÑÑÒÎßÍÈÅ ÌÅÆÄÓ ÄÂÓÌß ÒÎ×ÊÀÌÈ.

ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÈ

A(x1; y1)
A2(0; y1)

B2(0; y2)
B(x2; y2)

A1(x1; 0) B1(x2; 0)

C
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2. Óðàâíåíèå ôèãóðû íà ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèåì ôèãóðû â äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàòàõ íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå ñ äâóìÿ
íåèçâåñòíûìè x è y, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè
ôèãóðû. È îáðàòíî, ëþáûå äâà ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óðàâíå-
íèþ, ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè íåêîòîðîé òî÷êè ôèãóðû.

3. Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè.

Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà
R ñ öåíòðîì â òî÷êå C(a; b) èìååò âèä:

(x - a)2 + (y - b)2 = R2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ïðÿìîó-
ãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàíà îê-
ðóæíîñòü ðàäèóñà R (R > 0) ñ öåíòðîì â
òî÷êå C(a; b) (ðèñ. 2). Âûáåðåì ïðîèç-
âîëüíóþ òî÷êó îêðóæíîñòè A(x; y). Ïî
îïðåäåëåíèþ îêðóæíîñòè ðàññòîÿíèå îò
öåíòðà äî ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îêðóæíîñ-
òè ðàâíî ðàäèóñó R, ò.å. CA = R, è ñëå-
äîâàòåëüíî, CA 2 = R2.  Çàïèñàâ ýòî ðàâåí-
ñòâî â êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷èì:

(x - a)2 + (y - b)2 = R2.           (2)

Ïîñêîëüêó A – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè, òî ýòîìó óðàâ-
íåíèþ (2) óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè îêðóæíîñòè.

Îáðàòíî, ëþáàÿ òî÷êà A, êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-
íåíèþ (2), ïðèíàäëåæèò îêðóæíîñòè, òàê êàê ðàññòîÿíèå îò íåå äî
òî÷êè C ðàâíî R. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (2) äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå C è ðàäèóñîì R.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà:
x 2 + y2 = R2.

Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèòå öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, çàäàííîé óðàâ-
íåíèåì x2 - 4x + y2 + 2y - 11 = 0.

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì  äàííîå  óðàâíåíèå  ê  âèäó  (x - a)2 + (y - b)2 = R2.
Çàìåòèì, ÷òî  x2 - 4x ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (x - 2)2 - 4, à y2 + 2y  â âèäå
(y + 1)2 - 1. Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â äàííîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

(x - 2)2 - 4 + (y + 1)2 - 1 - 11 = 0,  èëè  (x - 2)2 + (y + 1)2 = 42.
Ýòî óðàâíåíèå çàäàåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå C(2; -1)  è

ðàäèóñîì 4.
Îòâåò: (2; -1), R = 4.

O  a x

b

y
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A(x; y)
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 1. 1) Êàê âûðàæàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ÷åðåç èõ êîîðäè-
íàòû?
2) ×òî òàêîå óðàâíåíèå ôèãóðû â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ?
3) Êàêèì óðàâíåíèåì çàäàåòñÿ îêðóæíîñòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñ-
êîñòè?

 2. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà AB, åñëè:
1) A(-3; 8), B(5; 2);     2) A(8; -1), B(-7; 7);     3) A(5; 0), B(0; -12).

 3. Íàéäèòå x, åñëè: 1) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A(2; 1) è B(x; -2)
ðàâíî 5; 2) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A(x; 0) è B(2; -1) ðàâíî 1.

 4. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè A(-1; 2), B(2; 6), C(5; 2).
 5. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå Ñ è ðàäèóñîì

R, åñëè: 1) Ñ(7; 11), R = 5; 2) Ñ(-2; 3), R = 1.
 6. Îïðåäåëèòå öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì:

1) (x - 2)2 + (y - 5)2 = 72; 2)  (x + 1)2 + (y - 5)2 = 4.
 7. Îïðåäåëèòå öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì:

1) x 2 - 6x + y 2 + 2y - 6 = 0; 2) x 2 + y 2 + 10y + 24 = 0.
 8. 1) Îïðåäåëèòå âèä òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè åãî âåðøèíû èìåþò

êîîðäèíàòû A(0; 0), B(0; 2) è C(2; 0).
2) Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè A(1; 0), B(2; 3 ) è
C(8; 0) ðàâíîñòîðîííèé.

 9. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå Ñ è
ðàäèóñîì R, åñëè: 1) Ñ(9; 4), R = 7;   2) Ñ(-3; -4), R = 2.

10. Îïðåäåëèòå öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì:
1) (x - 7)2 + (y + 2)2 = 25; 2) (x - 4)2 + y2 = 1.

11. Íà îêðóæíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì x2 + y2 = 169, íàéäèòå òî÷êè:
1) ñ àáñöèññîé 5; 2) ñ îðäèíàòîé -12.

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

Çíàòü ýòî ïîëåçíî!
Øàõìàòû (ïî ïåðñèäñêè øîõìîò – êî-

ðîëü (øàõ) ïðîèãðàë) âèä ñïîðòà. Öåëü èãðû:
ïîðàçèòü êîðîëÿ ñîïåðíèêà. Èãðàåòñÿ íà
äîñêå, ñîñòîÿùåé èç äâóõ öâåòîâ (áåëûé è
÷åðíûé) è ñ ôèãóðàìè äâóõ öâåòîâ (áåëûé
è ÷åðíûé): ïî 1-îìó êîðîëþ è ôåðçþ, ïî
äâà (2) ñëîíà, êîíÿ è ëàäüè, 8 ïåøåê. Ñ ïî-
ìîùüþ çàïèñåé øàõìàòèñòà âû ìîæåòå
ïðî÷èòàòü âñå õîäû, êîòîðûå áûëè ñäåëàíû
â ïðîöåññå èãðû.

Íàïðèìåð, çàïèñü êîíü b1-c3 îçíà÷àåò
ïåðåõîä êîíÿ èç ÿ÷åéêè b1 â ÿ÷åéêó c3. Âñå
ýòî ñèñòåìà êîîðäèíàò íà øàõìàòíîé äîñêå.
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Òå î ð åì à .

1. Óðàâíåíèå ïðÿìîé.

Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò âèä:
ax + by + c = 0, (1)

ãäå a, b, c – íåêîòîðûå ÷èñëà, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a è b íå
ðàâíî íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l – ïðîèçâîëü-
íàÿ ïðÿìàÿ â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò. Ïðîâåäåì êàêóþ-íèáóäü ïðÿìóþ,
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïðÿìîé l, è îòëîæèì íà
íåé îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ Ñ ñ ïðÿìîé
l ðàâíûå îòðåçêè CA è CB (ðèñ. 1). Ïóñòü
x1, y1 – êîîðäèíàòû òî÷êè A è x2, y2 – êîîð-
äèíàòû òî÷êè B. Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà D(x; y),
ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé l ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê
A è B, ò.å. DA = DB, îòêóäà DA 2 = DB 2. Çà-
ïèñàâ ýòè ðàâåíñòâà â êîîðäèíàòàõ, èìååì:

(x - x1)
2 + (y - y1)

2 = (x - x2)
2 + (y - y2)

2 .                     (2)

Åñëè â ýòîì óðàâíåíèè ðàñêðûòü ñêîáêè è ïåðåíåñòè âñå ÷ëåíû
óðàâíåíèÿ (2) â ëåâóþ åãî ÷àñòü, òî îíî ïðèìåò âèä:

2(x2 - x1)x + 2(y2 - y1)y + (x1
2 + y1

2 - x2
2 + y2

2) = 0. (3)

Ïîñêîëüêó x1, y1, x2, y2 – íåêîòîðûå ÷èñëà, òî, îáîçíà÷èâ
2(x2 - x1) = a, 2(y2 - y1) = b è x1

2 + y1
2 - x2

2 + y2
2 = c,  è  ïîäñòàâëÿÿ  èõ  â

óðàâíåíèå (3), ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

ax + by + c = 0,

ãäå a, b è c – íåêîòîðûå ÷èñëà.
Ïîñêîëüêó D – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé l, òî ýòîìó óðàâíåíèþ

óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè äàííîé ïðÿìîé.
Ïóñòü òåïåðü ÷èñëà x0 è y0 – êîîðäèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè D0 –

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèå (1). Â ýòîì ñëó÷àå D0A = D0B, ò.å. òî÷êà D0

ðàâíîóäàëåíà îò òî÷êè A è B, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò ñåðåäèí-
íîìó ïåðïåíäèêóëÿðó ê îòðåçêó AB – ïðÿìîé l.

Ïîñêîëüêó A è B – äâå ðàçíûå òî÷êè, òî õîòÿ áû îäíà èç ðàçíîñòåé
(x2 - x1) èëè (y2 - y1) íå ðàâíà íóëþ, ò.å. õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a è b
îáÿçàòåëüíî íå ðàâíî íóëþ.

Çàäà÷à 1. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êè A(1; -1) è B(-3; 2).
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l

y

C D(x; y)

A(x1; y1)

B(x2; y2)

1
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Ðåøåíèå. Êàê ìû çíàåì, ïðÿìàÿ AB èìååò óðàâíåíèå âèäà
ax + by + c = 0. Òî÷êè A è B ëåæàò íà ïðÿìîé AB, à çíà÷èò, èõ êîîð-
äèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ. Ïîäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû
òî÷åê A è B â óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïîëó÷èì:

a · 1 + b · (-1) + c = 0,    a · (-3) + b · 2 + c = 0, èëè
a - b + c = 0,   -3a + 2b + c = 0.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî âûðàçèòü äâà êîýôôèöèåíòà, íàïðèìåð,
a è b, ÷åðåç òðåòèé c: a = 3c, b = 4c. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ a è b â
óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïîëó÷èì: 3cx + 4cy + c = 0, ãäå c ¹ 0.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ñîêðàòèòü íà c (òàê
êàê c ¹ 0). Òîãäà ïîëó÷èì: 3x + 4y + 1 = 0.

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå íàøåé ïðÿìîé AB.
2. Ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé â ïðÿìîóãîëüíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì òðè ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìîé ax + by + c = 0  â
ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Âûÿñíèì,
äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ, êàê ðàñïîëîæåíà ïðÿìàÿ îò-
íîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò.

Ñëó÷àé 1. a = 0, b ¹ 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâ-
íåíèå ïðÿìîé ïðèîáðåòàåò âèä by + c = 0, èëè

y = y0, ãäå 0
c
b

y = - – íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïðÿìàÿ
y = y0 ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ, òàê êàê âñå òî÷-
êè ïðÿìîé èìåþò îäíó è òó æå îðäèíàòó
(ðèñ. 2, a). Åñëè c = 0, òî ïðÿìàÿ ñîâïàäàåò ñ
íåé. Óðàâíåíèå îñè àáñöèññ èìååò âèä y = 0.

Ñëó÷àé 2. a ¹ 0, b = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâ-
íåíèå ïðÿìîé ïðèîáðåòàåò âèä ax + c = 0, èëè

x = x0, ãäå 0
c
a

x = - – íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïðÿìàÿ
x = x0 ïàðàëëåëüíà îñè îðäèíàò, òàê êàê âñå òî÷-
êè  ïðÿìîé  èìåþò  îäíó  è  òó  æå  àáñöèññó
(ðèñ. 2, á). Åñëè c = 0, òî ïðÿìàÿ ñîâïàäàåò ñ íåé.
Óðàâíåíèå îñè îðäèíàò èìååò âèä x = 0.

Ñëó÷àé 3. a ¹ 0, b ¹ 0, c = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ïðÿìîé

ïðèîáðåòàåò âèä ax + by = 0, èëè y = kx, ãäå 
a
b

k = - – íåêîòîðîå ÷èñëî.

Ïðÿìàÿ y = kx ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (ðèñ. 2, â).

3. Ìåòîä êîîðäèíàò ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Ôîðìóëû
íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò ñåðåäèíû îòðåçêà è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Ñ ýòîé öåëüþ
ñëåäóåò ââåñòè ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è çàïèñàòü óñëîâèå
çàäà÷è â êîîðäèíàòàõ. Ïîñëå ýòîãî ðåøåíèå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
àëãåáðàè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé.
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Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà ãèïîòå-
íóçû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíîóäàëå-
íà îò  âñåõ åãî âåðøèí.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðå-
óãîëüíèê ABC (ÐC = 90°). Îáîçíà÷èì áóêâîé D
ñåðåäèíó ãèïîòåíóçû AB. Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, êàê ïîêàçàíî íà  ðèñ. 3.
Åñëè BC = a, AC = b, òî âåðøèíû òðåóãîëüíèêà
èìåþò êîîðäèíàòû C(0; 0), B(a; 0), A(0; b). Ïî
ôîðìóëàì êîîðäèíàò ñåðåäèíû îòðåçêà íàõîäèì
êîîðäèíàòû òî÷êè D: D(0,5a; 0,5b).

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè, íàéäåì äëèíû
îòðåçêîâ DC è DA:

( )2 2 2 2 2 2(0,5 ) (0,5 ) 0,25 0,5DC a b a b a b= + = + = + ;

( )2 2 2 2 2 2 2 2(0,5 ) (0,5 ) 0,25 0,25 0,25 0,5 .DA a b b a b a b a b= + - = + = + = +

Òàêèì îáðàçîì, DA = DB = DC, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

 1. 1) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
èìååò óðàâíåíèå âèäà ax + by + c = 0.
2) Êàê ðàñïîëîæåíà ïðÿìàÿ ax + by + c = 0, åñëè â åå óðàâíåíèè
êîýôôèöèåíò a = 0 (b = 0; c = 0)?

 2. Îïðåäåëèòå, êàêèå èç òî÷åê A(3; -1), B(-3; 0), C(12; 5), D(3; 0) è
E(-9; -2) ëåæàò íà ïðÿìîé, à êàêèå íå ëåæàò íà ïðÿìîé
x - 3y + 3 = 0?

 3. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïðÿìîé AB, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè:
1) A(1; 7) è B(-3; -1);   2) A(2; 5) è B(5; 2);   3) A(0; 1) è B(-4; -5).

 4. ×åìó ðàâåí êîýôôèöèåíò ñ â óðàâíåíèè x + y + c = 0, åñëè ïðÿìàÿ
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (1; 2)?

 5. ×åìó ðàâíû êîýôôèöèåíòû a è b â óðàâíåíèè ïðÿìîé ax + by - 1 = 0,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (1; 2) è (2; 1)?

 6. Íàéäèòå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ îñÿìè êîîðäèíàò, çàäàííîé
óðàâíåíèåì:
1) x + 2y + 3 = 0; 2)  3x + 4y = 12; 3)  4x - 2y - 10 = 0.

 7. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè òî÷êà C(4; 2) ñåðåäèíîé îòðåçêà AB, åñëè:
1) A(3; -1), B(5; 5); 2) A(3; 6), B(-5; -2).

 8. Îïðåäåëèòå, êàêèå èç òî÷åê A(0; -2), B(4; 2), C(-4; -5)  ëåæàò  íà
ïðÿìîé, à êàêèå íå ëåæàò íà ïðÿìîé 8x - 4y - 8 = 0?

 9. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
ABC, åñëè A(-1; -1), B(-1; 3) è C(2; 2).

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ
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1. Âåêòîðíûå âåëè÷èíû. Âåêòîð. Èçâåñòíûå âàì èç êóðñà ìàòåìà-
òèêè è ôèçèêè âåëè÷èíû ìîãóò áûòü äâóõ âèäîâ. Åñòü âåëè÷èíû,
êîòîðûå âïîëíå îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè ÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè (ïðè
äàííûõ åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ). Íàïðèìåð, äëèíà, ïëîùàäü, ìàññà.

Îïðåäåëåíèå 1. Âåëè÷èíû, êîòîðûå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ
ñâîèì ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì, íàçûâàþòñÿ ñêàëÿðíûìè âåëè÷èíàìè, èëè
ñêàëÿðàìè.

Íî ñóùåñòâóþò è òàêèå âåëè÷èíû, êîòîðûå çàäàþòñÿ íå òîëüêî
ñâîèìè ÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè, íî è íàïðàâëåíèÿìè. Íàïðèìåð,
ñêîðîñòü, ñèëà è äàâëåíèå.

Âåêòîð – ýòî îäíà èç îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èí. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î âåêòîðå, åãî ìîæíî
èçîáðàçèòü â âèäå íàïðàâëåííîãî îòðåçêà, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà åãî
÷èñëåííîìó çíà÷åíèþ. Åñëè ãîâîðèòü î âåêòîðàõ ïî ñóùåñòâó, ïðà-
âèëüíåå áóäåò ãîâîðèòü î ìíîæåñòâå âñåõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ,
êîòîðûå ëåæàò íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, èìåþò îäèíàêîâûå äëèíû è
íàïðàâëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Âåëè÷èíû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íå òîëüêî
÷èñëîâûì çíà÷åíèåì, íî è íàïðàâëåíèåì, íàçûâàþòñÿ âåêòîðíûìè
âåëè÷èíàìè, èëè êîðî÷å âåêòîðàìè.

Ðàçëè÷íûå çàäà÷è ìåõàíèêè, ôèçèêè è ìàòåìàòèêè, ñâîäÿùèåñÿ ê
èññëåäîâàíèþ âåëè÷èí, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íå òîëüêî ÷èñëîâûì
çíà÷åíèåì, íî è íàïðàâëåíèåì, ïðèâîäÿò ê ïîíÿòèþ âåêòîðà. Íàïðè-
ìåð, ñèëà, ñêîðîñòü ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè.

Ìû ÷àñòî âñòðå÷àåìñÿ ñ âåêòîðàìè íà ïðàêòèêå, íàïðèìåð, ïðè
äâèæåíèè íà òðàíñïîðòå ìû îùóùàåì ïîâîðîòû, òîðìîæåíèÿ è äðóãèå
èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè êàê âåêòîðû. Â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ, íàðÿäó ñî
ñêîðîñòüþ, èìåþò äåëî ñ óñêîðåíèåì, ñèëîé èíåðöèè, öåíòðîáåæíîé
ñèëîé è òîìó ïîäîáíûìè âåëè÷èíàìè.

§ 8. ÂÅÊÒÎÐÛ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

35. ÏÎÍßÒÈÅ ÂÅÊÒÎÐÀ. ÄËÈÍÀ  È ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈÅ
 ÂÅÊÒÎÐÀ
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r

A B

Âåêòîð îòëîæåí
îò òî÷êè A A

B
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âåêòîðà

 a á
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B Åñëè A = B, òî

 0AB =
uuur r

 –
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Ìû áóäåì èçó÷àòü ñâîéñòâà  âåêòîðîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè,
íåçàâèñèìî îò ïðîèñõîæäåíèÿ è ïðèðîäû. Êîíå÷íî, ýòî èçó÷åíèå
ïðèâîäèò è ê ïîíèìàíèþ ïðèðîäû âåêòîðîâ.

×èñëîâîå çíà÷åíèå âåêòîðà èçîáðàçèì â âèäå îòðåçêà. Èçâåñòíî,
÷òî ó ëþáîãî îòðåçêà äâà êîíöà. Îäèí êîíåö îòðåçêà íàçûâàåì
íà÷àëîì, à äðóãîé – êîíöîì âåêòîðà. Ðèñóþò íàïðàâëåííûå îòðåçêè
âñåãäà ñî ñòðåëêîé íà êîíöå.

Îïðåäåëåíèå 3. Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûé îòðåçîê, ò.å.
îòðåçîê, ó êîòîðîãî óêàçàíû åãî íà÷àëî è êîíåö.

Âåêòîð ñ íà÷àëîì â òî÷êå A è êîíöîì â òî÷êå B îáîçíà÷àåòñÿ òàê:
AB
uuur

è èçîáðàæàåòñÿ â âèäå ñòðåëêè, ñ íà÷àëîì â òî÷êå A è  êîíöîì â
òî÷êå B. Âåêòîðû îáîçíà÷àþòñÿ òàêæå è îäíîé ñòðî÷íîé ëàòèíñêîé
áóêâîé ñî ñòðåëêîé íàä íåé. Íàïðèìåð, a

r
, b
ur

 è ò.ä. (ðèñ. 1).
×òåíèå: âåêòîð AB

uuur

 èëè âåêòîð a
r
.

1) Íàïðàâëåíèå âåêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàíèåì åãî íà÷àëà è êîíöà.
Ïðè ýòîì íà÷àëî âåêòîðà óêàçûâàþò íà ïåðâîì ìåñòå (ðèñ. 2, a).

Âåêòîð, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîãî ñîâïàäàþò, íàçûâàåòñÿ íóëåâûì
âåêòîðîì. Çàïèñü 0AB =

uuur r

 îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè A è B ñîâïàäàþò (ðèñ. 2, á).
2) Àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé èëè ìîäóëåì âåêòîðà íàçûâàåòñÿ äëèíà

îòðåçêà, èçîáðàæàþùåãî âåêòîð.
Äëèíà (ìîäóëü) âåêòîðà AB

uuur

, a
r
 îáîçíà÷àåòñÿ òàê:  AB

uuur

, a
r

 (ðèñ. 3).
Äëèíà (ìîäóëü) âåêòîðà a AB=

uuurr
 – ýòî äëèíà íàïðàâëåííîãî îòðåç-

êà, èëè, òî æå ñàìîå, äëèíà îòðåçêà AB: a AB=
uuurr

. Ïîýòîìó â ãåî-
ìåòðèè ìîäóëü âåêòîðà íàçûâàåòñÿ òàêæå äëèíîé âåêòîðà.

Ìîäóëü (äëèíà) íóëåâîãî âåêòîðà ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ: 0 0=
r

.
2. Ðàâåíñòâî âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 4. Íåíóëåâûå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè,
åñëè îíè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé èëè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

Êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ a
r
 è b

ur

 îáîçíà÷àþò òàê: a
r

|| b
r

.
Äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà, ëåæàùèå íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, íàçû-

âàþòñÿ: 1) ñîíàïðàâëåííûìè, åñëè îíè ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îò
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èõ íà÷àëà (ðèñ. 4); 2) ïðîòèâîïîëîæíî
íàïðàâëåííûìè, åñëè îíè ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èõ íà÷àëà (ðèñ. 5).

Åñëè âåêòîðû AB
uuur

 è CD
uuur

: 1) ñîíàïðàâëåíû, òî ïèøóò: AB CD­­
uuur uuur

;
2) ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû, òî ïèøóò: AB CD­¯

uuur uuur

.

B

A

b
ur

a
r

D

C

43
a
r

A B
|ar |

5
B

C

A
Dhtt

p:e
du

po
rta

l.u
z



80

Íóëåâîé âåêòîð ñ÷èòàåòñÿ êîëëèíåàðíûì ëþáîìó âåêòîðó.

Îïðåäåëåíèå 5. Äâà âåêòîðà (a
r
 è b

ur

) íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè
îíè ñîíàïðàâëåíû è èõ äëèíû ðàâíû.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû a
r
 è b

ur

 ðàâíû,  åñëè  |a
r
| = |b
r

| è a b­­
rr
.

Ðàâåíñòâî âåêòîðîâ a
r
 è b
ur

 îáîçíà÷àåòñÿ òàê: a
r

= b
r

.
Âåêòîð, ðàâíûé äàííîìó, ìîæíî èçîáðàçèòü íàïðàâëåííûì îò-

ðåçêîì ñ íà÷àëîì â ëþáîé òî÷êå ïëîñêîñòè (ðèñ. 6), èíûìè ñëîâàìè,
âåêòîð ìîæíî îòëîæèòü îò ëþáîé òî÷êè ïëîñêîñòè ñ ñîõðàíåíèåì åãî
ìîäóëÿ è íàïðàâëåíèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð, îòëîæåííûé îò äàííîé
òî÷êè, ïîëó÷åí ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì èñõîäíîãî âåêòîðà.

 1. 1) ×òî òàêîå âåêòîð? Êàê îáîçíà÷àþòñÿ âåêòîðû?
2) Êàêèå äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè? Êàêèå âåêòîðû
íàçûâàþòñÿ ñîíàïðàâëåííûìè (ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè)?
×òî òàêîå àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà (ìîäóëü) âåêòîðà?

 2. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD (ðèñ. 7) çàïèøèòå âåêòîðû: 1) ñîíàïðàâ-
ëåííûå ñ âåêòîðîì DC

uuuur

; 2) ñîíàïðàâëåííûå ñ âåêòîðîì AO
uuuur

;
3) ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûå ñ âåêòîðîì AD

uuur

; 4) ïðîòèâîïî-
ëîæíî íàïðàâëåííûå ñ âåêòîðîì BD

uuur

; 5) ðàâíûå âåêòîðó AB
uuur

;
6) ðàâíûå âåêòîðó OC

uuur

; 7) ðàâíûå âåêòîðó OB
uuur

.

 3. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O.
Çàïèøèòå âñå âåêòîðû, èìåþùèå íà÷àëàìè è êîíöàìè âåðøèíû
ïàðàëëåëîãðàììà è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Êàêèå èç íèõ
êîëëèíåàðíû âåêòîðàì AB

uuur

, BC
uuur

 è BO
uuur

?

 4. Äîêàæèòå, ÷òî â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD âåêòîðû 
uuuur

AD  è 
uuuur

BC  ðàâíû.

 5. Èçâåñòíî, ÷òî AB
uuur

= CD
uuur

. Âåðíû ëè ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) AB || CD; 2) | AB | = |CD | ?

 6. ABCD –  ïàðàëëåëîãðàìì.  Ñðåäè  âåêòîðîâ  íà  ðèñ.  8  óêàæèòå  âñå
ïàðû âåêòîðîâ, êîòîðûå: 1) êîëëèíåàðíû; 2) ñîíàïðàâëåíû;
3) ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû; 4) èìåþò îäèíàêîâûå ìîäóëè.

 7. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î íàïðàâëåíèÿõ âåêòîðîâ AB
uuur

 è BA
uuur

?

?

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ
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1. Ñëîæåíèå âåêòîðîâ. Ïóñòü äàíû âåêòîðû a
r
 è b

r

 (ðèñ. 1, a).
Îòìåòèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A è îòëîæèì îò ýòîé òî÷êè âåêòîð AB

uuur

,
ðàâíûé âåêòîðó a

r
. Çàòåì îò òî÷êè B îòëîæèì BC

uuur

, ðàâíûé âåêòîðó b
r

.
Òåïåðü èç òî÷êè A, íà÷àëà âåêòîðà a

r
, ïðîâåäåì âåêòîð â òî÷êó Ñ,

êîíåö âåêòîðà b
r

 (ðèñ. 1, á). Âåêòîð AC
uuuur

 íàçûâàåòñÿ ñóììîé âåêòîðîâ
a
r

è b
r

. Ýòî ïðàâèëî ñëîæåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ «ïðàâèëîì
òðåóãîëüíèêà (òðåõ òî÷åê)».

Ñóììà âåêòîðîâ a
r
 è b

r

 îáîçíà÷àåòñÿ òàê: a b+
rr
.

Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàêæå ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

åñëè A, B è C – ïðîèçâîëüíûå òî÷êè, òî:
AB BC AC+ =
uuur uuur uuur

.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
òî÷åê A, B è C, â ÷àñòíîñòè, â òîì ñëó÷àå, êîãäà äâå èç íèõ èëè äàæå
âñå òðè ñîâïàäàþò (ðèñ. 1, â ).

2. Çàêîíû ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ. Êàê âû çíàåòå, ïðîòèâîëåæàùèå
ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû è ïàðàëëåëüíû. Òîãäà âåêòîðû, èäó-
ùèå ïî ñòîðîíàì ïàðàëëåëîãðàììà â îäèíàêîâûõ íàïðàâëåíèÿõ, áóäóò
ðàâíûìè.

Ïóñòü âåêòîðû a
r
 è b

r

 – íåêîëëèíåàðíû. Îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè A
îòëîæèì âåêòîðû AB a=

uuur r
 è AD b=

uuur r

 è íà ýòèõ âåêòîðàõ ïîñòðîèì
ïàðàëëåëîãðàìì ABCD (ðèñ. 2). Ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà:

AC AB BC a b= + = +
uuuur uuur uuur rr

  è  AC AD DC b a= + = +
uuuur uuur uuuur r r

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a b b a+ = +
r rr r

.
Çíà÷èò, ñóììà äâóõ âåêòîðîâ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ, ò.å.

äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a
r
 è b

r

 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

a b b a+ = +
r rr r

.

Ýòî ðàâåíñòâî âûðàæàåò ïåðåìåñòèòåëüíîé çàêîí ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ.
Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a

r
 è b

r

, âåê-
òîð-ñóììà AC

uuuur

 ñîñòîèò èç äèàãîíàëè, ïðîâåäåííîé èç îáùåãî íà÷àëà

36–37. ÑËÎÆÅÍÈÅ È ÂÛ×ÈÒÀÍÈÅ ÂÅÊÒÎÐÎÂ
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ñëàãàåìûõ âåêòîðîâ. Îáû÷íî, òàêîé ñïîñîá ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ íà-
çûâàåòñÿ «ïðàâèëîì ïàðàëëåëîãðàììà» (ðèñ. 2).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñóììó òðåõ a
r
, b
r

 è c
r
 âåêòîðîâ. Îò ïðîèç-

âîëüíîé òî÷êè A îòëîæèì âåêòîð AB a=
uuur r

, îò òî÷êè B – âåêòîð BC b=
uuur r

,
à îò òî÷êè C – âåêòîð CD c=

uuur r
 (ðèñ. 3). Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî òðåóãîëü-

íèêà, ïîëó÷èì:

( ) ( ) ;a b c AB BC CD AC CD AD+ + = + + = + =
r uuur uuur uuur uuuur uuur uuurr r

( ) ( ) .a b c AB BC CD AB BD AD+ + = + + = + =
r uuur uuur uuur uuur uuur uuurr r

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a
r
, b
r

 è c
r
 èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî ( ) ( )a b c a b c+ + = + +
r rr r r r

.
Ýòî ðàâåíñòâî âûðàæàåò ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ.
Ñóììà òðåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ìîæåò áûòü ðàâíà íóëåâîìó

âåêòîðó. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC (ðèñ. 4). Ñóììà òðåõ
âåêòîðîâ AB

uuur

, BC
uuur

 è CA
uuur

, èäóùèõ ïî ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
íóëåâîìó âåêòîðó, ò.å. 0AB BC CA+ + =

uuur uuur uuur r

. Èòàê, åñëè íà÷àëî ïåðâîãî
âåêòîðà ñîâïàäàåò ñ êîíöîì ïîñëåäíåãî âåêòîðà, òî ñóììà äàííûõ
âåêòîðîâ ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó.

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè ñóììà äâóõ âåêòîðîâ ðàâíà íóëåâîìó âåê-
òîðó, òî êàæäûé èç ýòèõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì
äðóãîìó.

Èíà÷å, åñëè 0a b+ =
r rr

, òî âåêòîð b BA=
r uuur

 íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïî-
ëîæíûì âåêòîðó a AB=

uuurr
 (è îáðàòíî) è îáîçíà÷àåòñÿ òàê: b a= -

r r
,

a b= -
rr
 (ðèñ. 5). Åñëè ñëîæèòü ïðîòèâîïîëîæíûå âåêòîðû (ïî ïðàâèëó

òðåóãîëüíèêà), òî â ñóììå ïîëó÷èòñÿ íóëåâîé âåêòîð. Â ýòîì ñëó÷àå

äëèíû âåêòîðîâ a
r
 è b

r

 ðàâíû, è îíè ïàðàëëåëüíû, è ïðîòèâîïîëîæíî
íàïðàâëåíû, ò.å. a b=

rr
 è a b­¯

rr
. Èòàê, äëÿ êàæäîãî âåêòîðà a

r
 ñó-

ùåñòâóåò òàêîé ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîð a-
r
, ÷òî ( ) 0a a+ - =

rr r
.

Èç âûøå èçëîæåííûõ ðàññóæäåíèé ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó.
Ïðîòèâîïîëîæíûìè âåêòîðàìè íàçûâàþòñÿ äâà ïðîòèâîïîëîæíî

íàïðàâëåííûõ âåêòîðà îäèíàêîâîé äëèíû.
Íóëü-âåêòîð ñ÷èòàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ñàìîìó ñåáå.

B

A D A C

B C

a
r

c
r

cba rrr
++

A

B

ar
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3. Âû÷èòàíèå âåêòîðîâ. Âû÷èòàíèå âåêòîðîâ, êàê è âû÷èòàíèå
÷èñåë, ýòî äåéñòâèå, îáðàòíîå ñëîæåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàçíîñòüþ äâóõ âåêòîðîâ a
r
 è b

r

 íàçûâàåòñÿ òàêîé

âåêòîð c
r
, äàþùèé â ñóììå ñ âåêòîðîì b

r

 âåêòîð a
r
: c b a+ =

rr r
.

Ðàçíîñòü âåêòîðîâ a
r
 è b

r

 òàê æå, êàê ðàçíîñòü ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ

òàê: a b-
rr
. Âû÷èòàíèå äâóõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëîæåíèå ïåð-

âîãî âåêòîðà ñ âåêòîðîì, ïðîòèâîïîëîæíûì âòîðîìó è îí ðàâåí
âåêòîðó ( )a b+ -

rr
 (ðèñ. 6, á).

Ïóñòü äàíû âåêòîðû a
r
 è b

r

 (ðèñ. 6, a). Ðàññìîòðèì ñóììó âåêòîðîâ

a
r
 ñ âåêòîðîì  b-

r

, ïðîòèâîïîëîæíûì âåêòîðó b
r

.
Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a

r
 è b

r

 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ( )a b a b- = + -
r rr r

.

Äåéñòâèòåëüíî, ( )( ) ( )( ) 0a b b a b b a a+ - + = + - + = + =
r r r r rr r r r

.

Îò êàêîé êàêîé-ëèáî òî÷êè O îòëîæèì âåêòîðû a
r
 è b

r

, òîãäà äëÿ
íàõîæäåíèÿ ðàçíîñòè a b-

rr
, óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì

(ðèñ. 6, â):
OA OB BA- =
uuur uuur uuur

.

Èç ïðàâèëà âèäíî, ÷òî íà÷àëîì âåêòîðà ðàçíîñòè ÿâëÿåòñÿ êîíåö

âåêòîðà b
r

, à êîíåö – êîíöîì âåêòîðà a
r
, ò.å. âåêòîð-ðàçíîñòè ñîåäèíÿ-

åò êîíöû âåêòîðîâ a
r
 è b

r

 è íàïðàâëåíû â ñòîðîíó óìåíüøàåìîãî.
Åñëè ïðè ñëîæåíèè âåêòîðîâ èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî ïàðàëëåëî-

ãðàììà (ðèñ. 7), ðàçíîñòü âåêòîðîâ èäåò ïî âòîðîé äèàãîíàëè ïàðàë-
ëåëîãðàììà.

Çàäà÷à.  Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Âûðàçèòå âåêòîðû: 1) BA
uuur

; 2) CB
uuur

;

3) CB BA+
uuur uuur

 ÷åðåç âåêòîðû a AB=
uuurr

è b AC=
r uuuur

.

Ðåøåíèå. 1) Âåêòîðû BA
uuur

 è AB
uuur

 – ïðîòèâîïîëîæíûå âåêòîðû, ïî-

ýòîìó BA AB= -
uuur uuur

  èëè BA a= -
uuur r

.

2) Ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà: CB CA AB= +
uuur uuur uuur

. Íî CA AC= -
uuur uuuur

, ïîýòîìó

( ) .CB AB AC AB AC a b= + - = - = -
uuur uuur uuuur uuur uuuur rr

b
r

b-
r

O B

O

A B C

O A

a á â6 7

a
r

a
r

a
r

a
r

a
r

b-
r
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 1. 1) Êàê íàéòè ñóììó âåêòîðîâ ïî ïðàâèëàì òðåóãîëüíèêà è ïàðàëëå-
ëîãðàììà? Êàêîé âåêòîð íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ äâóõ âåêòîðîâ?
2) Êàêîé âåêòîð íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì äàííîìó?

 2. Íà ðèñóíêå 8 èçîáðàæåíû âåêòîðû a
r
 è b

r

. Ïîñòðîéòå âåêòîð a b+
rr

äâóìÿ ñïîñîáàìè.
 3. Íà ðèñóíêå 9 èçîáðàæåíû âåêòîðû m

r
, n
r
 è k

ur

, d
ur

 è e
r
. Ïîñòðîéòå

âåêòîðû: 1) m n k+ +
urr r

; 2) d e+
ur r

.

 4. Íà ðèñ. 10 èçîáðàæåíû âåêòîðû a
r
, b
r

 è c
r

, d
ur

 è e
r
. Ïîñòðîéòå

âåêòîðû:  1) a b c- +
rr r

; 2) e d-
urr

.

 5. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Âûïîëíÿåòñÿ ëè ðàâåíñòâî
( )AB AD BC AB- + =
uuur uuur uuur uuur

? Ïðîâåðüòå.

 6. Â ðîìáå ABCD : AD = 20 cm, BD = 24 cm, O – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

äèàãîíàëåé. Íàéäèòå AD AB BC OB+ - -
uuur uuur uuur uuur

.

 7. ABCD – ïðîèçâîëüíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî

AB BC AD DC+ = +
uuur uuur uuur uuuur

.

8. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Äîêàæèòå âåêòîðíîå ðàâåíñòâî

AB AD AC+ =
uuur uuur uuuur

  («ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà»).

9. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD: CA a=
uuur r

, CD b=
uuur r

. Âûðàçèòå âåêòîðû AB
uuur

,

BC
uuur

, DA
uuur

 ÷åðåç âåêòîðû a
r

è b
r

.

10. Òî÷êè E è F – ñåðåäèíû ñòîðîí AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC. Âûðà-

çèòå âåêòîðû BF
uuur

, EC
uuur

, EF
uuur

 è BC
uuur

 ÷åðåç âåêòîðû a AE=
uuurr

 è b AF=
r uuur

.

11. Íà ðèñóíêå 11 èçîáðàæåíû âåêòîðû m
r

 è n
r
. Ïîñòðîéòå âåêòîð

m n+
r r

 äâóìÿ ñïîñîáàìè.

10 11a
r

c
r

b
r

a

mr

nr

d
r

e
r

á

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

8 9
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1. Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî. Âûáåðåì íåêîòîðûé âåêòîð a
r
 è

íàéäåì ñóììó a a a+ +
r r r

 (ðèñ.  1).  Îáîçíà÷èì  ýòó  ñóììó  êàê  3 · a
r
 è,

åñòåñòâåííî òî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå íàçîâåì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà a
r

íà ÷èñëî 3.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì íåíóëåâîãî âåêòîðà a
r
 íà  ÷èñëî  k

íàçûâàåòñÿ òàêîé âåêòîð b
r

, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà k a×
r

, ïðè÷åì
âåêòîðû a

r
 è b

r

ñîíàïðàâëåíû ïðè k > 0, è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâ-
ëåíû ïðè k < 0. Ïðîèçâåäåíèåì íóëåâîãî âåêòîðà íà ëþáîå ÷èñëî ñ÷è-
òàåòñÿ íóëåâîé âåêòîð.

Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a
r
 íà ÷èñëî k îáîçíà÷àåòñÿ òàê: ka

r
. Ïî

îïðåäåëåíèþ: ka k a= ×
r r

.
Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî íåïîñðåäñòâåííî

ñëåäóåò, ÷òî: 1) ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî âåêòîðà íà ÷èñëî íóëü åñòü íóëåâîé
âåêòîð; 2) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà k è ëþáîãî âåêòîðà a

r
 âåêòîðû a

r
 è ka

r

êîëëèíåàðíû.
Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè îñíîâíûìè

ñâîéñòâàìè.
Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë k, l è ëþáûõ âåêòîðîâ a

r
, b
r

 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

1°. ( )( )k l a k la× = ×
r r

 – ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí.

2°. ( )k l a ka la+ = +
r r r

 – ïåðâûé ðàñïðåäåëèòåëüíûé çàêîí.

3°. ( )k a b ka kb+ = +
r rr r – âòîðîé ðàñïðåäåëèòåëüíûé çàêîí.

4°. 0 0 0k a× = × =
rr r .

Åùå ðàç íàïîìèíàåì, ÷òî äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè,
åñëè îíè ëåæàò íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ èëè íà îäíîé ïðÿìîé.

Ïóñòü äàíà ïðÿìàÿ l è âåêòîðû a
r
, b
r

 è c
r
 ïàðàëëåëüíûå äàííîé

ïðÿìîé (ðèñ. 2). Ïî îïðåäåëåíèþ êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ, âåêòîðû a
r
,

b
r

 è c
r
 êîëëèíåàðíû. Çäåñü âåêòîðû a

r
 è b

r

 ñîíàïðàâëåíû, à âåêòîð c
r

ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåí îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ a
r
 è b

r

.

38–39. ÓÌÍÎÆÅÍÈÅ ÂÅÊÒÎÐÀ ÍÀ ×ÈÑËÎ.
ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÛ ÂÅÊÒÎÐÀ
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Òå î ð åì à .

Íàì èçâåñòíî, ÷òî âåêòîð, ïîëó÷àåìûé ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà
÷èñëî, ïàðàëëåëåí ñ íàïðàâëåíèåì äàííîãî âåêòîðà. Îòñþäà ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî:

âåêòîð, óìíîæåííîì íà íåêîòîðîå ÷èñëî êîëëèíåàðåí äàííîìó âåê-
òîðó.

Åñëè óìíîæèòü íåíóëåâîé âåêòîð íà ÷èñëî, îáðàòíîå åãî ìîäóëþ,
òî ïîëó÷èì åäèíè÷íûé âåêòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a
r

 ìîäóëü âåêòîðà a
r
. Íàéäåì ìîäóëü

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà a
r
 íà ÷èñëî 1

| |a
k = r :

1
| |

| | | | | | | | 1
a

ka k a a= × = × =r

r r r
.

Èòàê, êàæäûé âåêòîð ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëÿ ýòîãî âåêòîðà íà
ñîíàïðàâëåííûé ñ íèì åäèíè÷íûé âåêòîð.

Âåêòîð, ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí 1, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì.

Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì a
r
 ÷åðåç e

r
,

è â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé: 
| |
a
a

e =
r

r

r
 èëè  óìíîæèâ  ýòî  ðàâåíñòâî  íà

÷èñëî |a
r
|, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó: a a e= ×

r r r
.

Èòàê, êàæäûé âåêòîð ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëÿ ýòîãî âåêòîðà íà
ñîíàïðàâëåííûé ñ íèì åäèíè÷íûé âåêòîð.

Çàäà÷à 1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ k âåðíû óòâåðæäåíèÿ:

1) ka a<
r r

; 2) ka a>
r r

; 3) ka a=
r r

, ãäå 0a ¹
rr
?

Ðåøåíèå. 1) Ïðè 0a ¹
rr
, 1 1 1ka a k a a k k< Û × < Û < Û - < <

r r r r
;

2) ïðè 0a ¹
r r

,  1 1ka a k a a k k> Û × > Û > Û < -
r r r r

 èëè 1k > ;

3) ïðè 0a ¹
r r

, 1 1ka a k a a k k= Û × = Û = Û = -
r r r r

 èëè  1k = .
Îòâåò: 1) 1 1k- < < ; 2) 1k < -  èëè 1k > ; 3) 1k = -  èëè 1k =

âåðíû óòâåðæäåíèÿ.

2. Êîîðäèíàòû âåêòîðà. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ
ñèñòåìà êîîðäèíàò xOy, ò.å. âûáðàíû âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå
ïðÿìûå, îòìå÷åíà òî÷êà O – íà÷àëî êîîðäèíàò, âûáðàíû íàïðàâëåíèÿ
è åäèíè÷íûå âåêòîðû îñåé êîîðäèíàò. Ïðîèçâîëüíîé òî÷êå A ñîïîñ-
òàâëÿþòñÿ äâå åå êîîðäèíàòû – àáñöèññà x è îðäèíàòà y: A (x; y).  Åäè-

íè÷íûå âåêòîðû îñåé êîîðäèíàò îáîçíà÷èì i
r

 (îñè àáñöèññ) è j
r
 (îñè îð-

äèíàò) ñîîòâåòñòâåííî. Èõ äëèíû ðàâíû åäèíèöå, à íàïðàâëåíèÿ ñîâ-
ïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îñåé êîîðäèíàò (ðèñ. 3, a).

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàíà òî÷êà A ñ êîîðäèíàòàìè (x; y). Ðàññìîò-

ðèì òðåóãîëüíèê OAxA. Â ýòîì òðåóãîëüíèêå x xOA OA A A= +
uuur uuuur uuuur
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êàê OAx = x, AxA = OAy = y, òî âåêòîð xOA x i= ×
uuuur r

, xA A y j= ×
uuuur r

. Îòñþäà

a OA x i y j= = × + ×
uuur r rr . (1)

Ðàâåíñòâî (1) íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì âåêòîðà a
r
.

Èòàê, âåêòîð ñ íà÷àëîì â òî÷êå O è êîíöîì â òî÷êå A (x; y) ìîæåò

áûòü âûðàæåí ÷åðåç âåêòîðû i
r

 è j
r

 â âèäå (1) ðàâåíñòâà.

Ïàðà âåêòîðîâ ( );i j
r r

 íàçûâàåòñÿ áàçèñîì êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû,

à ñàìè âåêòîðû i
r

; j
r

 – áàçèñíûìè âåêòîðàìè, ÷èñëà x è y – êîîðäèíà-

òàìè âåêòîðà a
r
.

Åñëè èçâåñòíî êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå (1) âåêòîðà, òî ãîâîðÿò,
÷òî âåêòîð çàäàí ñâîèìè êîîðäèíàòàìè è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ( ; )a x y

r
:

( ; )a x y x i y j= × + ×
r rr

. (2)

Îïðåäåëåíèå. Åñëè A1(x1; y1) è A2(x2; y2), òî ÷èñëà x2 - x1 è y2 - y1

áóäóò êîîðäèíàòàìè âåêòîðà 1 2A A
uuuuur

 (ðèñ. 4).

Êîîðäèíàòû âåêòîðà çàïèñûâàþò â ñêîáêàõ ðÿäîì ñ åãî áóêâåííûì
îáîçíà÷åíèåì: ( )1 2 2 1 2 1;A A x x y y- -

uuuuur

. Èíîãäà äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñ êîîð-

äèíàòàìè x2 - x1 è y2 - y1 èñïîëüçóþò çàïèñü 2 1 2 1( ; )x x y y- - . Î÷åâèäíî,
÷òî íóëåâîé âåêòîð èìååò íóëåâûå êîîðäèíàòû: 0(0;0)

r

.
Èç ôîðìóëû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè èìååì:

äëèíà âåêòîðà ( )1 2;a a a
r

 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 2 2
1 2a a a= +

r
.

Ïðàâèëî. Êàæäàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà ðàâíà ðàçíîñòè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò åãî êîíöà è íà÷àëà.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âåêòîð îòëîæåí îò íà÷àëà êîîðäèíàò, òî êîîð-
äèíàòû âåêòîðà ðàâíû êîîðäèíàòàì åãî êîíöà. Òàê êàê (0; 0), òî êîîð-
äèíàòû âåêòîðà OA

uuur

 ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì òî÷êè A.
Åñëè A (x; y), òî ( ; ) ( ; )OA x y x y=

uuur

.

A
y

A(x; y) A(x; y)

O x O x O x1 x2 xA
xi

r
i
r

j
r

j
r

y y y

y

x
y2

y1 A1

A2

a
r

x2– x1

y 2
–

y 1

a á 3 4
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Ñâîéñòâî è ïðèçíàê êîîðäèíàò ðàâíûõ âåêòîðîâ ïðèâåäåì áåç
äîêàçàòåëüñòâà.

Ðàâíûå âåêòîðû èìåþò ðàâíûå êîîðäèíàòû, è íàîáîðîò, åñëè  ó
âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû ðàâíû, òî ýòè âåêòîðû ðàâíû.

Âûâîä 1. Åñëè êîîðäèíàòû âåêòîðà ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè åãî
êîíöà, òî íà÷àëî âåêòîðà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò (ðèñ. 3, á).

Âûâîä 2. Åñëè äàíû êîîðäèíàòû âåêòîðà ( )1 2;a a a
r

 è êîîðäèíàòû
B (x2; y2) åãî êîíöà, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò A (x1; y1) åãî íà÷àëà
äîñòàòî÷íî èç êîîðäèíàò B âû÷åñòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû
âåêòîðà ( )1 2;a a a

r
:

x1 = x2 - a1;   y1 = y2 - a2. (1)

Âûâîä 3. Åñëè äàíû êîîðäèíàòû âåêòîðà ( )1 2;a a a
r

 è êîîðäèíàòû
A (x1; y1) åãî íà÷àëà, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò B (x2; y2) êîíöà
âåêòîðà äîñòàòî÷íî ñëîæèòü êîîðäèíàòû òî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ( )1 2;a a a

r
:

x2 = x1 + a1;  y2 = y1 + a2. (2)

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå êîîðäèíàòû ÷åòâåðòîé âåðøèíû ïàðàëëåëî-
ãðàììà ABCD, åñëè A(-2; 1), B(0; 4), C(4; 1).

Ðåøåíèå. Åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD – ïàðàëëåëîãðàìì, òî

AB
uuur

DC=
uuuur

. Ïóñòü D(x; y) – èñêîìàÿ âåðøèíà. Íàéäåì êîîðäèíàòû âåê-
òîðîâ AB

uuuv

 è DC
uuuur

:

(0 ( 2);4 1) (2;3)AB = - - - =
uuuv

,   (4 ; 1 )DC x y= - -
uuuuv

.

Òàêèì îáðàçîì, 4 - x = 2 è 1 - y = 3, îòêóäà x = 2 è y = -2.
Îòâåò: D (2; -2).

Çàäà÷à 3. Äàíû êîîðäèíàòû íà÷àëà A (-1; 5) âåêòîðà ( )2; 3a -
r

.
Íàéäèòå êîîðäèíàòû êîíöà B âåêòîðà.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè âûâîäà 3, íàõîäèì èñêî-
ìûå êîîðäèíàòû:

x2 = -1 + 2 = 1,   y2 = 5 + (-3) = 2.
Îòâåò: B (1; 2).

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ AB
uuuv

 è BA
uuuv

, åñëè A (-3; 0) è
B (5; -4).

Ðåøåíèå. 1) (5 ( 3); 4 0) (8; 4) (8; 4)AB AB AB= - - - - = - = -
uuuv uuuv uuuv

;

2) (8; 4) ( 8; ( 4)) ( 8; 4)BA AB= - = - - = - - - = -
uuuv uuuv

.
Îòâåò: (8; -4); (-8; 4).htt
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Ïðèìå÷àíèå! Åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû êàêîãî-íèáóäü âåêòîðà, òî
äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà, ïðîòèâîïîëîæíîãî äàííîìó, íåò
íåîáõîäèìîñòè çàíîâî âû÷èñëÿòü êîîðäèíàòû ïðîòèâîïîëîæíîãî âåê-
òîðà, äîñòàòî÷íî çàìåíèòü çíàêè ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòàì
äàííîãî âåêòîðà.

 1. 1) ×òî íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà íà ÷èñëî?
2) Íàçîâèòå ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.
3) Êàê îáîçíà÷àþòñÿ åäèíè÷íûå âåêòîðû îñåé êîîðäèíàò?

 2. Íà÷åðòèòå âåêòîð a
r
, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 2 cm. Ïîñòðîéòå âåê-

òîðû 4a
r
, -2a

r
, 3a

r
, 1,5a

r
, -1,5a

r
.

 3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ k âåêòîðû a
r
 ( )0a ¹

rr
 è ka

r
:

1) ñîíàïðàâëåíû;  2) ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû;  3) ðàâíû?

 4. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O, òî÷êà
K – ñåðåäèíà ñòîðîíû CD. Âûðàçèòå âåêòîðû OA

uuur

 è AK
uuuur

 ÷åðåç

âåêòîðû AB a=
uuur r

 è AD b=
uuur r

.

 5. Òî÷êà C – ñåðåäèíà îòðåçêà AB. Âûðàçèòå âåêòîð: 1) AC
uuuur

 ÷åðåç

âåêòîð CB
uuur

; 2) AB
uuur

 ÷åðåç âåêòîð CB
uuur

; 3) AC
uuuur

 ÷åðåç âåêòîð BA
uuur

.

 6. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

1) ( ) ( )AB AC BA CB+ + +
uuur uuuur uuur uuur

; 2) AB DB CA DA- - +
uuur uuur uuur uuur

.

 7. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà AB
uuur

, åñëè: 1) A (-1;  4)  è B (3; 9);
2) A (2; -5) è B (1; -1);  3) A (3; 2) è B (3; 2).

 8. Íàéäèòå äëèíó âåêòîðà AB
uuur

,  åñëè:  1) (7; 24)AB
uuur

; 2) A (0; -1)  è

B (3; -5); 3) A (2; -4) è B (2; -1).

 9. ×åìó ðàâíû êîîðäèíàòû âåêòîðà BA
uuur

, åñëè:

1) A (-2; -3), B (-3; -1); 2) A (m; n), B (-m; -n)?

10. Äàíû òî÷êè A (-1; -3), B (2; -4), C (-3; -1) è D (5; 2). Ðàâíû ëè

âåêòîðû AC
uuuur

 è DB
uuur

?

11. Íàéäèòå m, åñëè äëèíà âåêòîðà ( ;24)a m
r

 ðàâíà 25.

12. Íàéäèòå êîîðäèíàòû êîíöà (B) êîíöà âåêòîðà a
r
(-7; -8), åñëè

êîîðäèíàòû íà÷àëà A (5; -3).

13. Íàéäèòå äëèíó âåêòîðà AB
uuur

, åñëè:

1) A(-3; 1) è B(5; -5); 2) A(12; 0) è B(0; -5).

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ
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Ïîçíàêîìèìñÿ ñ òåì, êàê âûïîëíÿþòñÿ ëèíåéíûå (àðèôìåòè-
÷åñêèå) äåéñòâèÿ (ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî) íàä
âåêòîðàìè, çàäàííûìè ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.

1. Ñëîæåíèå âåêòîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ñóììîé âåêòîðîâ a
r
(a1; a2) è b

r

(b1; b2) íàçûâàåòñÿ

âåêòîð c
r
(c1; c2) ñ êîîðäèíàòàìè c1 = a1 + b1, c2 = a2 + b2.

Òàêèì îáðàçîì, 1 2 1 2 1 1 2 2( ; ) ( ; ) ( ; )a a a b b b c a b a b+ = + +
rr r

, èëè

1 2 1 2 1 1 2 2( ; ) ( ; ) ( ; )a a b b a b a b+ = + + .

Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a
r
(x1; y1), b

r

(x2; y2) è c
r
(c1; c2) ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà:
1) a b b a+ = +

r rr r
; 2) ( ) ( )a b c a b c+ + = + +

r rr r r r
; 3) 0a a+ =

rr r
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ñîîòâåòñò-
âóþùèå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ êàæäîãî ðà-
âåíñòâà.

Äëÿ ëþáûõ òî÷åê A, B è C âûïîëíÿåòñÿ âåêòîðíîå ðàâåíñòâî:

AB BC AC+ =
uuur uuur uuur

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A(x1; x1), B(x2; y2),
C(x3; y3) – äàííûå òî÷êè (ðèñ. 1). Âûðàçèâ
êîîðäèíàòû âåêòîðîâ-ñëàãàåìûõ, èìååì:

2 1 2 1( ; )AB x x y y- -
uuur

,  
3 2 3 2( ; )BC x x y y- -

uuur
.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñóììû âåêòîðîâ, äëÿ
âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà-ñóììû ñëî-
æèì ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
AB
uuur

 è BC
uuur

:
x2 - x1+ x3 - x2= x3 - x1,  y2 - y1+ y3 - y2= y3 - y1.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòû âåêòîðà-ñóììû ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíà-

òàìè âåêòîðà AC
uuuur

: 3 1 3 1( ; )AC x x y y- -
uuuur

.

Ïî òåîðåìå ðàâíûõ âåêòîðîâ: AB BC AC+ =
uuur uuur uuuur

.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàæèòå, ðàâåíñòâî AB BC AC+ =
uuur uuur uuuur

, ïîëüçóÿñü ðèñ. 2.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ñóììó âåêòîðîâ, äîñòà-

òî÷íî ñëîæèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ.

A(x1; y1)

B(x2; y2) C(x3; y3)
1

40. ÄÅÉÑÒÂÈß ÍÀÄ ÂÅÊÒÎÐÀÌÈ, ÇÀÄÀÍÍÛÌÈ
ÑÂÎÈÌÈ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÌÈ
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2. Âû÷èòàíèå âåêòîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ðàçíîñòüþ âåêòîðîâ a
r
(a1; a2) è b

r

(b1; b2) íàçûâà-
åòñÿ òàêîé âåêòîð c

r
(c1; c2), êîòîðûé â ñóììå ñ âåêòîðîì b

r

 äàåò

âåêòîð a
r
: b c a+ =
r r r

.

Îòñþäà íàõîäèì êîîðäèíàòû âåêòîðà c a b= -
rr r
:

c1 = a1 - b1, c2 = a2 - b2.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ðàçíîñòü äâóõ âåêòîðîâ, äîñòàòî÷íî
âû÷åñòü èç êîîðäèíàò óìåíüøàåìîãî âåêòîðà ñîîòâåòñòâóþùèå êîîð-
äèíàòû âû÷èòàåìîãî âåêòîðà. ò.å.:

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2; ; ;a a a b b b c a b a b- = - -
rr r

, èëè

1 2 1 2 1 1 2 2( ; ) ( ; ) ( ; )a a b b a b a b- = - - .
3. Óìíîæåíèå âåêòîðà, çàäàííîãî ñâîèìè êîîðäèíàòàìè, íà ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a
r
(a1, a2) íà ÷èñëî k íàçû-

âàåòñÿ âåêòîð 
1 2( ; )ka ka , ò.å.: 1 2( ; )ka ka ka=

r
.

Ïî îïðåäåëåíèþ, 1 2 1 2( ; ) ( ; )a a k k a a× = .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà

÷èñëî (èëè ÷èñëî k íà âåêòîð a
r
), äîñòàòî÷íî óìíîæèòü ñîîòâåòñò-

âóþùèå êîîðäèíàòû âåêòîðà íà ýòî ÷èñëî.
Ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñïðàâåäëèâîñòü óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà

÷èñëî (òåìû 38–39), à òàêæå îñíîâíûå ñâîéñòâà íà êîîðäèíàòàõ,
ïîëüçóÿñü ðèñ. 3. Óáåäèòåñü, ÷òî îñíîâíûå ñâîéñòâà â êîîðäèíàòàõ
òàêæå áóäóò âåðíûìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå èõ çäåñü íå ðàññìàòðèâàëè.

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ñóììó âåêòîðîâ (3; 5)a
r

 è (2; 7)b
r

.
Ðåøåíèå. (3; 5) (2; 7) (3; 5) (2; 7) (3 2; 5 7) (5; 12)a b+ = + = + + =

rr
.

Çíà÷èò, êîîðäèíàòû âåêòîðà a b+
rr
 ðàâíû (5; 12).

O x1
x2 x

y2

y1

y
A2

B2

A(x1; y1)

B(x2; y2)

B1A1

i
r

j
r

a2

ka2

y y

x

xO a1 ka1

A

B

k > 0 k < 0

a2

ka2

O a1

B

A

ka1

a á

2 3
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Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ðàçíîñòü âåêòîðîâ ( 3; 5)a -
r

 è (3; 3)b -
r

.

Ðåøåíèå. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3; 5 3; 3 3; 5 3; 3 3 3; 5 ( 3)a b- - - = - - - = - - - - =
rr

( )6; 8= - . Îòâåò: ( )6; 8- .

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà b
r

, ïðîòèâîïîëîæíîãî

âåêòîðó (3; 5)a
r

.
Ðåøåíèå. Âåêòîð b

r

, ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîðó a
r
, ðàâåí:

1 1 (3; 5) ( 3; 5)b a a= - = - × = - × = - -
r r r

.

Îòâåò: ( 3; 5)b - -
r

, èëè ( 3; 5)- - .

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà 4b a=
r r

, åñëè ( 3; 4)a -
r

.

Ðåøåíèå. 4 4 ( 3; 4) (4 ( 3); 4 4) ( 12; 16)b a= = × - = × - × = -
r r

.

Îòâåò: b
r

(-12; 16), èëè (-12; 16).

 1. 1) Êàê âûïîëíÿåòñÿ ñëîæåíèå (âû÷èòàíèå) äâóõ âåêòîðîâ, çàäàí-
íûõ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè?
2) Êàê âûïîëíÿåòñÿ óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî, çàäàííîãî ñâî-
èìè êîîðäèíàòàìè?

 2. Íàéäèòå êîîðäèíàòû:

1) ñóììû; 2) ðàçíîñòè âåêòîðîâ, åñëè a
r
(-4; 8) è b

r

(1; -4).

 3. Äàíû âåêòîðû a
r
(-2; 6) è b

r

(-2; 4). Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà:

1) a
r

+ b
r

;       2) a
r
- b
r

;       3) b
r

- a
r
;       4) -a

r
- b
r

.

 4. Äàíû âåêòîðû a
r
(2; 3) è b

r

(-1; 0). Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà:

1) 2a
r

+ b
r

; 2) a
r
- 3b

r

; 3) 2b a-
r r

.

 5. Äàíû âåêòîðû a
r
(2; -3) è b

r

(-2; -3). Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà:

1) 2c a b= -
rr r
; 2) 2c a b= - +

rr r
; 3) 3 2c a b= - -

rr r
.

 6. Äàíû âåêòîðû 2 3a i j= - -
r rr

 è 2b j= -
r r

. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà:

1) 2c a b= -
rr r
; 2) 4 3c a b= - +

rr r
; 3) 3 4c a b= - +

rr r
.

 7. Äàíû âåêòîðû 2 2a i j= - +
r rr

 è 3b i=
r r

. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà:

1) 3 2c a b= -
rr r
; 2) 4c a b= -

rr r
.

 8. Äàíû âåêòîðû 2 3a i j= -
r rr

 è 2b j=
r r

. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà:

1) 2c a b= - -
rr r
; 2) 5c a b= -

rr r
.

 9. Äàíû âåêòîðû 3a i= -
rr
 è 2b i j= - +

r r r

. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà:

1) 2c a b= - +
rr r
; 2) c a b= - -

rr r
.

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ
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1. Ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè âåêòîðîâ.
1. Ñèëà äåéñòâóþùàÿ íà òåëî, èçîáðàæàåòñÿ âåêòîðîì, íàïðàâëåíèå

êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì äåéñòâèÿ ñèëû, à ìîäóëü ðàâåí
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñèëû. Èç ïðàêòèêè èçâåñòíî, ÷òî äåéñòâèå äâóõ
èëè íåñêîëüêèõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òåëó, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
äåéñòâèå ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèëû, ðàâíîé ñóììå âñåõ äåéñòâóþùèõ íà
òåëî ñèë. Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû â âèäå âåêòîðîâ a

r
è b
r

 äâå ñèëû,
äåéñòâóþùèå íà òåëî â òî÷êå A. Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ýòèõ ñèë áóäåò
èçîáðàæàòüñÿ âåêòîðîì

c a b= +
rr r
.

Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð, èçîáðàæàþùèé ðàâíîäåéñòâóþøóþ ñèëó, ðàç-
ëîæåí íà ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðû, óêàçûâàþùèå íà âåëè÷èíû è íàï-
ðàâëåíèÿ äåéñòâèÿ ýòèõ ñèë.

2. Â ôèçèêå ïîñòóïàòåëüíûì äâèæåíèåì íàçûâàåòñÿ òàêîå äâèæå-
íèå, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ òî÷êà òåëà çà îäèíàêîâîå âðåìÿ â îäíîì è
òîì æå íàïðàâëåíèè ïåðåìåùàåòñÿ íà îäèíàêîâîå ðàññòîÿíèå â îäíîì
è  òîì æå íàïðàâëåíèè. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ èìååò òîò
æå ñìûñë, ÷òî è âåêòîð â íàøåì ïîíèìàíèè. Ðàçíèöà òîëüêî â òîì,
÷òî â êóðñå ãåîìåòðèè ðàññìàòðèâàëèñü âåêòîðû, ïàðàëëåëüíûå
ôèêñèðîâàííîé ïëîñêîñòè, òîãäà êàê â ôèçèêå ñ ñàìîãî íà÷àëà
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå âåêòîðû.

3. Â ôèçèêå «âåêòîðû» ïîíèìàþòñÿ â
áîëåå øèðîêîì ñìûñëå. Íàïðèìåð, âåêòîðîì
ñ÷èòàåòñÿ ñêîðîñòü. Åñëè â ãåîìåòðèè âåêòîð
èìååò äëèíó, èçìåðÿåìîé â ìåòðàõ, òî àá-
ñîëþòíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ïîíèìàåòñÿ â
ôèçèêå êàê ìåòðû â ñåêóíäó (m/s). Òàêèì
îáðàçîì, â ãåîìåòðèè ñêîðîñòü ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà. Âåêòîðíûå
âåëè÷èíû õàðàêòåðèçóþòñÿ íå òîëüêî àá-
ñîëþòíûì çíà÷åíèåì, íî è íàïðàâëåíèåì.
Ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ìàñøòàáà âåêòîð-
íûå âåëè÷èíû ìîæíî ñðàâíèâàòü ñ ãåîìåò-
ðè÷åñêèìè âåêòîðàìè.

Ñëîæåíèþ âåêòîðíûõ âåëè÷èí è óìíî-
æåíèþ èõ íà ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþò ñîîòâåòñò-
âóþùèå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ãåîìåòðè-
÷åñêèì âåêòîðàì.

b
r

a
r

c
r

r
v

1

2

A

a
r

41. ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÅ È ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ
ÈÍÒÅÐÏÐÅÒÀÖÈÈ ÂÅÊÒÎÐÎÂ. ÐÅØÅÍÈÅ
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Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Íà ðèñ. 2 âåêòîð 
r
v  ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

ñêîðîñòü ïðè âðàùàòåëüíîì äâèæåíèè, à âåêòîð a
r

êàê âåêòîð óñêî-
ðåíèÿ. Íî ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè èõ íåëüçÿ, íàïðèìåð, ñêëàäûâàòü
êàê îáû÷íûå âåêòîðû. Òåì íå ìåíåå åñòü ñìûñë ãîâîðèòü î ñêîðîñòè è
óñêîðåíèè êàê î âåêòîðàõ.

Òàêàÿ âîëüíîñòü â îáðàùåíèè ñ òåðìèíàìè íå âëèÿåò íà îáùíîñòü
ðàññóæäåíèé. Ïðèìåðíî òî æå ñàìîå ìû äåëàåì è â ãåîìåòðèè, îòîæ-
äåñòâëÿÿ äëèíó ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ñ ñàìîé ýòîé ñòîðîíîé.

2. Ðåøåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ìåòîäîì êîîðäèíàò.
Âåêòîðû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷

è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì.
Çàäà÷à 1. Òî÷êà C – ñåðåäèíà îòðåçêà AB, à O – ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ( )1
2

OC OA OB= +
uuur uuur uuur

 (ðèñ. 3, a).
Ðåøåíèå. Ñïîñîá 1.  Ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà:

OC OA AC= +
uuur uuur uuuur

  è  OC OB BC= +
uuur uuur uuur

.
Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:

( )2OC OA OB AC BC= + + +
uuur uuur uuur uuuur uuur

.

Òàê êàê C – ñåðåäèíà îòðåçêà AB, òî 0AC BC+ =
uuuur uuur r

, ò.ê. ñóììà ïðî-
òèâîïîëîæíûõ âåêòîðîâ ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó.

Òàêèì îáðàçîì, 2OC OA OB= +
uuur uuur uuur

,  èëè  ( )1
2

OC OA OB= +
uuur uuur uuur

.

Ñïîñîá 2. Äîïîëíèì òðåóãîëüíèê OAB äî ïàðàëëåëîãðàììà (ðèñ.

3, á). Òîãäà OA OB OD+ =
uuur uuur uuur

 (ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà). Äèàãîíàëè

ïàðàëëåëîãðàììà ïåðåñåêàÿñü, äåëÿòñÿ ïîïîëàì, ïîýòîìó OC CD=
uuur uuur

 è
2 .OD OC=

uuur uuur

Ñëåäîâàòåëüíî, 2OA OB OC+ =
uuur uuur uuur

. Îòêóäà: ( )1
2

OC OA OB= +
uuur uuur uuur

.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû ñòîðîí ïðîèçâîëüíîãî ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêà ABCD ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàììà.
Ðåøåíèå. Ïóñòü  E, F, G, H – ñîîòâåòñòâåííî ñåðåäèíû ñòîðîí AB,

BC, CD è DA (ðèñ. 4). Â ñèëó òðåòüåãî ïðèçíàêà ïàðàëëåëîãðàììà,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî, íàïðèìåð, îòðåçêè EF è HG  ðàâíû ïî äëèíå
è ïàðàëëåëüíû. Íà ÿçûêå âåêòîðîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî äîêàçàòü
ðàâåíñòâî âåêòîðîâ EF

uuur

 è HG
uuuur

.

A

C

B

O

3 D B

C

A O

4

A D

C

E

F

G
B

a á

Hhtt
p:e

du
po

rta
l.u

z



95

Äåéñòâèòåëüíî,

( )1
2

EF EB BF AB BC= + = +
uuur uuur uuur uuur uuur

,  ( )1
2

HG HD DG AD DC= + = +
uuuur uuuur uuuur uuur uuuur

.

Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî AB BC AD DC+ = +
uuur uuur uuur uuuur

. Ïîýòîìó, EF HG=
uuur uuuur

.
Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îòðåçêè EF è HG ðàâíû ïî äëèíå è ïàðàëëåëüíû.
Èòàê, ñåðåäèíû ñòîðîí ïðîèçâîëüíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàììà. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èç ïðèâåäåííûõ äîêàçàòåëüñòâ âèäíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷ è äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåì â âåêòîðíîì âèäå ïîäîáíû àëãåáðàè÷åñêèì ðåøå-
íèÿì è äîêàçàòåëüñòâàì. Ýòà ïðîöåäóðà àëãåáðàèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷
ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ïðîèñõîäèò ïðè  ðåøå-
íèè òåêñòîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷.

Ïåðâûé ýòàï. Óñëîâèÿ çàäà÷è íàäî çàïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå,
ââîäÿ óäîáíûå âåêòîðû (ïîäîáíî òîìó, êàê ââîäÿòñÿ íåèçâåñòíûå
âåëè÷èíû è ñîñòàâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå).

Âòîðîé ýòàï. Ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâ âåêòîðíîé àëãåáðû èñõîäíîå
óñëîâèå çàäà÷è, çàïèñàííîå â âåêòîðíîé ôîðìå, ïðåîáðàçóåòñÿ ê òàêî-
ìó âèäó, êîòîðûé äàñò ðåøåíèå çàäà÷è â âåêòîðíîì âèäå (ïîäîáíî
ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ).

Òðåòèé ýòàï. Ïîëó÷åííîå âåêòîðíîå ñîîòíîøåíèå èñòîëêîâûâà-
åòñÿ â èñõîäíûõ òåðìèíàõ (ïîäîáíî òîìó, êàê çàïèñûâàåòñÿ îòâåò
çàäà÷è, ïîñëå òîãî êàê ðåøåíî àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå).

 1.  Íàéäèòå äëèíó ìåäèàíû ÑÑ1 òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè A(3; 1),
B(1; 3) è C(0; 2).

 2. Òî÷êà K – ñåðåäèíà ñòîðîíû AD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD. Âûðàçèòå
âåêòîð KC

uuuur

 ÷åðåç âåêòîðû AB
uuur

 è AD
uuur

.
 3. Äàíû òî÷êè A (2; 4), B (3; 6) è C (6; 14). Íàéäèòå êîîðäèíàòû

âåêòîðà AB AC+
uuur uuuur

.

 4. Äàíû äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû êâàäðàòà ABCD: A(0; 4) è
C(6; 0). Íàéäèòå êîîðäèíàòû äâóõ äðóãèõ âåðøèí.

 5. Íàéäèòå êîîðäèíàòû êîíöà (B) âåêòîðà a
r
(-3; 8), åñëè êîîðäèíàòû

íà÷àëà A(-2; 3).
 6. Èñïîëüçóÿ âåêòîðû, äîêàæèòå, òåîðåìó î ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè.

 7. Äàíû âåêòîðû: a
r
(1; 3), b

r

(-2; 4), c
r
(-1; -3), d

ur

(-4; 4), p
r
(3; 9),

q
r
(-1; 2). Íàéäèòå ñðåäè ýòèõ âåêòîðîâ: 1) ñîíàïðàâëåííûå âåê-

òîðû; 2) ïàðû ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûõ âåêòîðîâ.

 8. Òî÷êà N – ñåðåäèíà îòðåçêà CD ðîìáà ABCD. Âûðàçèòå âåêòîð AN
uuuur

÷åðåç âåêòîðû AB
uuur

 è AD
uuur

.

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ
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ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÌÀÒÅÐÈÀË, ÐÀÇÂÈÂÀÞÙÈÉ
ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÎÌÏÅÒÅÍÖÈÈ

1. Çàäà÷è íà ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ âåêòîðîâ.
Çàäà÷à 1. Ïàðàøþòèñò ñïóñ-

êàëñÿ íà çåìëþ ñî ñêîðîñòþ 3 m/s,
à ïîðûâîì âåòðà åãî íà÷èíàåò
îòíîñèòü â ñòîðîíó ñî ñêîðîñòüþ
3 3  m/s. Ïîä êàêèì óãëîì ê âåðòè-
êàëè ñïóñêàåòñÿ ïàðàøþòèñò (ðèñ. 1)?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïàðàøþòèñò íà-
õîäèòñÿ â òî÷êå B. Ðàâíîäåéñòâóþ-
ùàÿ ñèëà òÿæåñòè (BA

uuur

) è ñèëà âåò-
ðà (BC

uuur

), åñòü âåêòîð BD
uuur

 è ABCD –
ïðÿìîóãîëüíèê, AB – âåðòèêàëü.
Ñëåäîâàòåëüíî, íàäî íàéòè çíà÷å-
íèå óãëà ADB.

BC AD=
uuur uuur

 è BC = AD (ABCD – ïðÿìîóãîëüíèê (ÐA = 90°)). Ïî òåîðåìå
Ïèôàãîðà: BD 2 = AD 2 + AB 2, çíà÷èò:

2 2 2 2(3 3) 3 27 9 36 6BD AD AB= + = + = + = =  (cm).
Â òðåóãîëüíèêå ABD êàòåò AB = 3  cm  â  2  ðàçà  ìåíüøå  ãèïîòåíóçû

BD = 6 cm. Ñëåäîâàòåëüíî, AB = 0,5BD è ïî ñâîéñòâó êàòåòà, ëåæàùåãî
ïðîòèâ óãëà â 30° â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÐADB = 30°, èëè

sin 0,5AB
BD

ADBÐ = = , îòêóäà ÐADB = 30°. Îòâåò: ÐADB = 30°.

Çàäà÷à 2. Ïàðàøþòèñò ñïóñêàëñÿ íà çåìëþ ñî ñêîðîñòüþ 4 m/s,
à ïîðûâîì âåòðà åãî íà÷èíàåò îòíîñèòü â ñòîðîíó ñî ñêîðîñòüþ 4 3  m/s.
Ïîä êàêèì óãëîì ê âåðòèêàëè ñïóñêàåòñÿ ïàðàøþòèñò (ðèñ. 1)? Çàäà÷ó
ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 3. Ñ êàêîé ñèëîé F íàäî óäåðæàòü ãðóç âåñîì P íà íàêëîííîé
ïëîñêîñòè, ÷òîáû îí íå ñïîëçàë âíèç (ðèñ. 2)?

Ðåøåíèå. Ïóñòü O – öåíòð òÿæåñòè
ãðóçà, ê êîòîðîìó ïðèëîæåíà ñèëà P

ur
.

Ðàçëîæèì âåêòîð P
ur

 ïî äâóì âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûì íàïðàâëåíèÿì, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 2. Ñèëà OA

uuur

 ïåðïåíäèêóëÿðíà
íàêëîííîé ïëîñêîñòè è íå âûçûâàåò ïåðå-
ìåùåíèÿ ãðóçà. Ñèëà F

uur

, óäåðæèâàþùàÿ
ãðóç, äîëæíà áûòü ðàâíîé ïî âåëè÷èíå è
ïðîòèâîïîëîæíîé ïî íàïðàâëåíèþ ñèëå
OB
uuur

. Ïîýòîìó: F = P sina .

3 
m

/s

3 3 m/s
1

B C

A D

42. ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀÍÈß È ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ
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Çàäà÷à 4. Íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè ëåæèò
ãðóç P = 50  N.  Íàéòè  ñêàòûâàþùóþ  ñèëó  è
ñèëó äàâëåíèÿ íà íàêëîííóþ ïëîñêîñòü,
åñëè óãîë íàêëîíà ïëîñêîñòè ê ãîðèçîíòó
ðàâåí 30°.

Äàíî: P = 50 N, ÐA = 30°.
Íàéòè:  Fñê., Fäàâë.

Ðåøåíèå. 1) Ðàçëîæèì ñèëó P
ur

 íà äâå
ñèëû: íàïðàâëåíèå ñêàòûâàþùåé ñèëû ïà-
ðàëëåëüíî, íàïðàâëåíèå äàâëåíèÿ ïåðïåíäè-
êóëÿðíî íàêëîííîé ïëîñêîñòè.

2) Ñòðîèì ïàðàëëåëîãðàìì, åãî äèàãîíàëü – âåêòîð OP
uuur

, ïðîâîäèì

OM || AB, OK ^ AB, PK | | AB, PM ^ AB, OM F=
ruuuur

ñê., OK F=
uuuur uur

äàâë. (ðèñ. 3).
3) ÐOPM = ÐA = 30° (OP ^ AC, PM ^ AB).
4) Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà OPM:

OM = 0,5OP = 0,5 · 50 = 25;   Fñê. = 25 N.
5) Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà OPK ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

2 2 2 2 2 2 250 25 25 (4 1) 25 3 43,OK OP PK OP OM= - = - = - = × - = »

ò.å. Fäàâë. » 43 N.
Îòâåò: Fñê. = 25 N,  Fäàâë. » 43 N.
Çàäà÷à 5. Èç ïðàêòèêè èçâåñòíî, ÷òî åñëè íà òåëî A äåéñòâóþò äâå

ñèëû a è b, òî ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèëà ðàâíà c, ýòà ñèëà ñ èçîáðàæàåòñÿ â
âèäå äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà ïîñòðîåííîãî íà îòðåçêàõ a è b. Ðàâíî-
äåéñòâóþùàÿ ñèëà íàõîäèòñÿ ïî «ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà».

Íàïðèìåð, ÷åëîâåê, èäóùèé ïî ïàëóáå ïëûâóþùåãî êîðàáëÿ (ðèñ. 4),
èëè ëîäêà, ïåðåñåêàþùàÿ ðåêó (ðèñ. 5): åå ïåðåìåùåíèå ñëàãàåòñÿ èç
ïåðåìåùåíèé ïîïåðåê ðåêè è ïî òå÷åíèþ ðåêè. Îáîçíà÷üòå ýòè ñèëû íà
ðèñóíêå. Ñîñòàâüòå ïîõîæèå çàäà÷è è îòðàçèòå èõ íà ðèñóíêå.

2. Íàõîæäåíèå êîîðäèíàò öåíòðà ìàññ.
Çàäà÷à 6. Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè (â êîîðäèíàòíîé ôîðìå).

Òî÷êà Ñ äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè l, åñëè AC CB= l
uuuur uuur

 (ðèñ. 6).
Íàéòè êîîðäèíàòû x; y òî÷êè Ñ, èçâåñòíû êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà:
A(x1; y1), B(x2; y2).

4
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Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì âåêòîðû OA
uuur

, OC
uuur

 è
OB
uuur

. Òàê êàê OA
uuur

(x1; y1), OC
uuur

(x; y),  OB
uuur

(x2; y2),
AC
uuuur

(x - x1; y - y1), CB
uuur

(x2 - x; y2 - y) è ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà ÷èñëî
l, åãî êîîðäèíàòû òàêæå óìíîæàþòñÿ íà
÷èñëî l, èìååì:

( )1 1;AC CB AC x x y y= l Û - - =
uuuur uuur uuuur

( )2 2
1 2

1 2

( );
;

( ).

x x x x
CB x x y y

y y y y

- = l -ì
= l - - Û í

- = l -î

uuur

Ñëåäîâàòåëüíî, 1 2

1
x xx + l

+ l
= , 1 2

1
y y

y
+ l
+ l

= .

Çàäà÷à 7. Ìàññû ãðóçîâ ðàâíûå m1 è m2

ïîìåùåíû ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ M1(x1; y1)
è M2(x2; y2). Íàéäèòå êîîðäèíàòû (òî÷êè Ñ)
öåíòðà òÿæåñòè ýòîé ñèñòåìû ìàññ.

Ðåøåíèå. Öåíòð òÿæåñòè ñèñòåìû Ñ ëåæèò
íà îòðåçêå M1M2 è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà

ðàññòîÿíèþ ìàññû m1 è m2  ïîìåùåííûå â òî÷êàõ M1 è M2, ò.å. òî÷êà Ñ –
öåíòð òÿæåñòè ñèñòåìû äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê äåëèò îòðåçîê M1M2 â

îòíîøåíèè 2

1

m
m

l = . Çíà÷åíèå l ïîäñòàâèì â âûâåäåííûå ôîðìóëû â

çàäà÷å 5, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàõîäèì êîîðäèíàòû òî÷êè C:
1 1 2 2

1 2
C

x m x m
m m

x +
+

= ;  1 1 2 2

1 2
C

y m y m
m m

y +
+

= .

3. Çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî âåêòîðíûõ ñîîòíîøåíèé.
Çàäà÷à 8. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD è O – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèà-

ãîíàëåé. Äîêàæèòå, ÷òî OA OC OB OD+ = +
uuur uuur uuur uuur

.
Äàíî: ABCD – ïàðàëëåëîãðàìì, O – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé

AC è BD, AO = OC, BO = OD (ðèñ. 7).

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü: OA OC OB OD+ = +
uuur uuur uuur uuur

.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ðàçíîñòü ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó.

1) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.OA OC OB OD OA OB OC OD BA DC BA AB BB+ - + = - + - = + = + = =
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuuur uuur uuur uuur r

Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàëèñü ïðàâèëî âû÷èòàíèÿ ñóììû îò
ñóììû, ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí, ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà, DC AB=

uuuur uuur

 (ïðî-
òèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà è ñîíàïðàâëåííûå âåêòîðû),
îïðåäåëåíèå íóëåâîãî âåêòîðà.

2) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.OA OC OB OD OA OD OC OB DA BC DA AD DD+ - + = - + - = + = + = =
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuuur r

Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàëèñü ïðàâèëî âû÷èòàíèÿ ñóììû îò ñóì-

ìû, ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà, ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí, DC AB=
uuuur uuur

 è îïðå-
äåëåíèå íóëåâîãî âåêòîðà.

O x

y

r

i

r

j
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 1. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A(-2; 3)
è B(4; 0).

 2. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Ñ è ðàäèóñîì R, åñëè
C(4; 9) è R = 5.

 3. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a b-
rr

 è b c+
r r

, åñëè (1; 0)a
r

, (1; 2)b
r

 è
(1; 3)c
r

.

4. Äàíû âåêòîðû ( 1; 0)c -
r

 è (1; 2)d
ur

. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà

2 3c d+
ur

r

.

 1. Â êàêèõ ÷åòâåðòÿõ ðàñïîëîæåíà ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè
A(0; -1), B(1; 0)?

A) III, IV, I; Á) I, II, III; Â) II, III, IV; Ã) II, IV.

 2. Â  êàêèõ  ÷åòâåðòÿõ  ðàñïîëîæåíà  ïðÿìàÿ,  ïðîõîäÿùàÿ  ÷åðåç  òî÷êè
A(-2; 0), B(-2; 2)?

A) I, II, III; Á) II, III; Â) II, IV; Ã) III, IV, I.

 3. Íàéäèòå êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà AB, åñëè A(-4; 0), B(-4; 4).

A) (-2; 0); Á) (0; 2); Â) (2; -4); Ã) (-4; 2).

 4. Íàéäèòå êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà AC, åñëè òî÷êè A(-2; 0),
B(0; 2), C(2; 0) ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà.

A) (-1; 1); Á) (1; 0); Â) (0; 0); Ã) (0; 1).

 5. Äàíû âåêòîðû a
r
(-3; 1) è b

r

(5; -6). Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà

3c b a= -
rr r

.

A) (14; -9); Á) (4; -3); Â) (14; -3); Ã) (9; 3).

 6. Äàíû âåêòîðû A (-3; 0) è B (-5; 4). Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà BA
uuur

.

A) (-8; -4); Á) (-8; 4); Â) (2; -4); Ã) (8; -4).

43–44. ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ 3. ÐÀÁÎÒÀ ÍÀÄ ÎØÈÁÊÀÌÈ

Ïðîâåðüòå ñåáÿ!ÒÅÑÒ 3

Èçó÷àåì àíãëèéñêèé ÿçûê!

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè – circle equation Ðàâíûå âåêòîðû – equal vectors
Óðàâíåíèå ïðÿìîé – straight-line Ñêàëÿð – scalar
equation Ïðîòèâîïîëîæíûå âåêòîðû –
Êîëëèíåàðíûå âåêòîðû – collinear opposite vectors
vectors Åäèíè÷íûé âåêòîð – unit vector
Äëèíà âåêòîðà – vector length Ñîíàïðàâëåííûé – equivalenthtt
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1. Âïåðâûå ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû áûëè ââåäåíû ôðàíöóçñêèì
ó÷åíûì Ðåíå Äåêàðòîì, ïîýòîìó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
íàçûâàþò òàê æå äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.

Ðåíå Äåêàðò (1596–1650) – ôðàíöóçñêèé ôèëîñîô, ìàòåìàòèê, ôèçèê,
ôèçèîëîã. Ó÷èëñÿ â êîëëåäæå La-Flesh iezuit, èçó÷àë ãðå÷åñêèé è ëàòèíñêèé
ÿçûêè, ìàòåìàòèêó è ôèëîñîôèþ. Ôèëîñîôèÿ Äåêàðòà ñâÿçàíà ñ åå ìàòå-
ìàòèêîé, êîñìîãîíèåé è ôèçèêîé. Îäíà èç îñíîâ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
â ìàòåìàòèêå (ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íàçûâàþò åãî èìåíåì).

Äåêàðò âíåñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ôèëîñîôèþ
XVII–XVIII âåêîâ è ðàçâèòèå íàóêè. Ðàáîòà Äåêàðòà
â XVII âåêå ïðèâåëà ê ìåòîäó êîîðäèíàò, êîòîðûé
ðåâîëþöèîíèçèðîâàë âñþ ìàòåìàòèêó, â ÷àñòíîñòè
ãåîìåòðèþ. Ïîÿâèëàñü ñïîñîáíîñòü èíòåðïðåòè-
ðîâàòü àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôèêîâ è íàîáîðîò, ðåøàòü ãåî-
ìåòðè÷åñêèå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ ôîð-
ìóë è ñèñòåì óðàâíåíèé.

Ââîä ñèìâîëîâ, êîòîðûå ñîõðàíèëèñü äî íàøèõ
äíåé, à èìåííî îáîçíà÷àòü íåèçâåñòíûå x, y, z,  à
ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû (êîýôôèöèåíòû) – ñèìâî-
ëàìè a, b, c, ñòåïåíåé x2, y2, z2,  ýòî áîëüøàÿ çàñëóãà
Ðåíå  Äåêàðòà.

2. Ïîíÿòèå âåêòîðà ïðèøëî â ìàòåìàòèêó, â ÷àñòíîñòè, â ãåîìåòðèþ,
ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî. Â ñåðåäèíå XIX â. ïîíÿòèå âåêòîð âñòðå÷àåòñÿ â
òðóäàõ íåñêîëüêèõ ìàòåìàòèêîâ. Íà ïëîñêîñòè ñ âåêòîðàìè âïåðâûå (1835 ã.)
íà÷àë ðàáîòàòü èòàëüÿíñêèé ó÷åíûé Áåëëèâèòèñ (1803–1880). Êðîìå òîãî,
Ê. Ãàóññ (1777–1855) â 1831 ãîäó â ñâîåì òðóäå «Òåîðèè áèêâàäðàòè÷íûõ
âû÷åòîâ», à òàêæå ß. Àðãàí (1768–1822) è K. Âåññåëü (1745–1818) ââåëè
ïîíÿòèå âåêòîðà, ðàññìàòðèâàÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Íàêîíåö, Ó. Ãàìèëüòîí
(1805–1865) è Ð. Ãðàññìàí (1854–1901) ðàçðàáîòàëè ïîíÿòèÿ âåêòîðîâ è
äåéñòâèÿ íàä íèìè. Ãàìèëüòîí â 1845 ãîäó ïåðâûì ñôîðìóëèðîâàë, â ÷åì
ñîñòîèò îòëè÷èå ñêàëÿðîâ îò âåêòîðîâ. Îí æå âïåðâûå ââåë â óïîòðåáëåíèå
òåðìèíû «ñêàëÿð» è «âåêòîð». Ñëîâî «âåêòîð» Ãàìèëüòîí ïðîèçâîäèë îò
ëàòèíñêîãî vehere – «ïåðåíîñèòü» (1845). Ïåðâûì ñòàë îáîçíà÷àòü âåêòîðû
áóêâàìè ñî ñòðåëêîé ââåðõó â 1806 ãîäó Àðãàí. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óêàçàòü
íà÷àëî è êîíåö âåêòîðà, A. Ìåáèóñ (1790–1868) ñòàë îáîçíà÷àòü âåêòîðû â
âèäå AB. Ãðàññìàí íàçûâàë âåêòîðû «îòðåçêàìè», îí ñòàë çàïèñûâàòü
ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî îñÿì â âèäå x1e1 + x2e2, ãäå e1 è e2 – åäèíè÷íûå
âåêòîðû îñåé. Ãàìèëüòîí è Äæ. Ãèááñ (1839–1903) îáîçíà÷àëè âåêòîðû
ãðå÷åñêèìè áóêâàìè. Ïîëóæèðíûì øðèôòîì âåêòîðû ñòàë îáîçíà÷àòü
Î. Õåâèñàéä (1850–1925) â 1931 ãîäó. Îáîçíà÷åíèå äëèíû âåêòîðà â âèäå
|AB | ââåë â 1905 ãîäó Ð. Ãàíñ (1880–1954).

Ðåíå Äåêàðò
(1596–1650)

Èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ
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1. Ïîíÿòèå î ïëîùàäè.
Ïîíÿòèå ïëîùàäè íàì èçâåñòíî èç ïîâñåäíåâíîãî îïûòà. Ïðåä-

ñòàâëåíèå î ïëîùàäÿõ èìååòñÿ ó êàæäîãî èç âàñ è âû óæå óìååòå íàõî-
äèòü èõ â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ. Íàïðèìåð, âû çíàåòå, êàê íàéòè ïëî-
ùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà è êâàäðàòà, ñêàæåì, êîìíàòû, ãäå âû æèâåòå è
ò.ä. Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàçúÿñíèòü ïîíÿòèå
ïëîùàäè.

Ãåîìåòðè÷åñêóþ ôèãóðó áóäåì íàçûâàòü ïðîñòîé, åñëè åå ìîæíî
ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïëîñêèõ òðåóãîëüíèêîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïëîñêèì òðåóãîëüíèêîì ìû íàçûâàåì êîíå÷íóþ
÷àñòü ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííóþ òðåóãîëüíèêîì. Âûïóêëûé ìíîãî-
óãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà ïëîñêèå òðåóãîëüíèêè äèàãîíàëÿìè, ïðîâå-
äåííûìè èç êàêîé-íèáóäü åãî âåðøèíû (ðèñ. 1, a).

Äëÿ ïðîñòûõ ôèãóð ïëîùàäü – ýòî ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, ÷èñ-
ëåííîå çíà÷åíèå êîòîðîé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè (àêñèî-
ìàìè).

Ñâîéñòâî 1. Ðàâíûå ôèãóðû èìåþò ðàâíûå ïëîùàäè.
Ñâîéñòâî 2. Åñëè ìíîãîóãîëüíèê ñîñòàâëåí èç íåñêîëüêèõ íåïåðåê-

ðûâàþùèõñÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ, òî åãî ïëîùàäü ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé
ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Ãîâîðÿ, ÷òî ôèãóðà F ñîñòàâëåíà èç íåñêîëüêèõ íåïåðåêðû-
âàþùèõñÿ ôèãóð èìååòñÿ â âèäó òî, ÷òî: 1) F ñîñòîèò èç ñóììû ïëî-
ùàäåé ýòèõ ôèãóð è 2) ëþáûå äâà èç ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ íå èìåþò

ÃËÀÂÀ IV
ÏËÎÙÀÄÜ

§- 9. ÏËÎÙÀÄÜ ÌÍÎÃÎÓÃÎËÜÍÈÊÀ

45. ÏÎÍßÒÈÅ Î ÏËÎÙÀÄÈ

a

A

B

E

C

D

A E

C

D

B

F1

F2

A D

CB

F1 F2 F3

á â

= +
1 2ABCDE F FS S S = + +

1 2 3ABCD F F FS S S S

1
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Òå î ð åì à .

îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 1, á è 1, â ìíîãî-
óãîëüíèêè ñîñòàâëåíû èç íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Ñâîéñòâà 1 è 2 íàçûâàþò îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè ïëîùàäåé.
2. Èçìåðåíèå ïëîùàäåé. Èçìåðåíèå ïëîùàäè ïðîâîäèòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ âûáðàííîé åäèíèöû èçìåðåíèÿ àíàëîãè÷íî èçìåðåíèþ äëèí
îòðåçêîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïëîùàäè äàííîé
ôèãóðû.

Ïëîùàäü – ýòî îäíà èç îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
ïëîñêîé ôèãóðû. Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèå ïëîùàäè ôèãóðû
ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîñ÷èòàâ ÷èñëî åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ, ò.å. êâàäðàòîâ
ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé åäèíèöå äëèíû, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíà äàííàÿ
ôèãóðà.

Ñâîéñòâî 3. Ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé åäèíèöå
äëèíû, ðàâíà åäèíèöå ïëîùàäè.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (óòâåðæäåíèå).

Ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a ðàâíà a2.

Îáû÷íî, ïëîùàäü îáîçíà÷àåòñÿ çàãëàâíîé ëàòèíñêîé áóêâîé S.
Çíà÷èò, ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

 S = a2.
3. Ðàâíîâåëèêèå ôèãóðû.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè îäèí èç äâóõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñîñòàâëåí èç ôè-
ãóð, ðàâíûõ ñîîòâåòñòâåííî òåì, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåí äðóãîé ìíî-
ãîóãîëüíèê, òî ýòè ìíîãîóãîëüíèêè íàçûâàþòñÿ ðàâíîñîñòàâëåííûìè.

Åñëè äâà ìíîãîóãîëüíèêà èìåþò ðàâíûå ïëîùàäè, òî îíè íàçû-
âàþòñÿ ðàâíîâåëèêèìè ìíîãîóãîëüíèêàìè (ðèñ. 2).

Ðàâíûå ìíîãîóãîëüíèêè ðàâíîâåëèêè (ñâîéñòâî 1), íî îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå, ÷òî åñëè äâå ôèãóðû áóäóò ðàâíîâåëèêèìè, òî îíè áóäóò
ðàâíûìè, âîîáùå ãîâîðÿ, áóäåò íå âåðíûì.

Çàäà÷à. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû DC ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD îòìå-
÷åíà òî÷êà E, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå D îòíîñèòåëüíî âåðøèíû C  (ðèñ. 3).
Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ADE ðàâíà ïëîùàäè ïðÿìîóãîëü-
íèêà ABCD.

2 3

F1
F1

F1F2F2F2

A D

B F C

E

htt
p:e

du
po

rta
l.u

z



103

 1. 1) à) ×òî íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ôèãóðîé? á) ×òî âû ïîíèìàåòå ïîä
ïëîùàäüþ ôèãóðû? â) Ñôîðìóëèðóéòå îñíîâíûå ñâîéñòâà ïëîùàäè.
2) Êàêèå äâà ìíîãîóãîëüíèêà íàçûâàþòñÿ ðàâíîñîñòàâëåííûìè?
3) Êàêèå ôèãóðû íàçûâàþòñÿ ðàâíîâåëèêèìè?

 2. Íàéäèòå ïëîùàäü êâàäðàòà, åñëè åãî ñòîðîíà ðàâíà:
1) 1,3 cm;      2) 0,15 dm;      3) 2,5 cm;      4) 18 dm;      5) 2,5 m.

 3. Íàéäèòå ñòîðîíó êâàäðàòà, åñëè åãî ïëîùàäü ðàâíà: 1) 16 dm2;
2) 144 cm2;   3) 121 cm2;   4) 49 mm2;   5) 0,64 dm2;   6) 6,25 m2.

 4. Íàéäèòå ïëîùàäü êâàäðàòà, ïåðèìåòð êîòîðîãî ðàâåí ïåðèìåòðó
ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 54 ñì è 42 ñì.

 5. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè Q1 è Q2, íà ðèñóíêå 4 ðàâíû.

 6. Ïëîùàäü êâàäðàòà ðàâíà 36 cm2. Êàêîé ñòàíåò ïëîùàäü êâàäðàòà,
åñëè âñå åãî ñòîðîíû: 1) óâåëè÷èòü â 2 ðàçà; 2) óìåíüøèòü â 3 ðàçà;
3) óâåëè÷èòü íà 2 cm?
Îáðàçåö. Ïëîùàäü êâàäðàòà ðàâíà 81 cm2. Êàêîé ñòàíåò ïëîùàäü
êâàäðàòà, åñëè âñå åãî ñòîðîíû óìåíüøèòü íà 1 cm?
Ðåøåíèå. Ñòîðîíà äàííîãî êâàäðàòà ðàâíà a = 9 cm, à ñòîðîíà íî-
âîãî êâàäðàòà ðàâíà a1 = a - 1 = 9 - 1 = 8 (cm). Òîãäà Síîâ. = 82 =
= 64 (cm2). Åñëè âñå ñòîðîíû äàííîãî êâàäðàòà óìåíüøèòü íà 1 cm,
òî òîãäà åãî ïëîùàäü óìåíüøèòñÿ íà S – Síîâ. = 81 - 64 = 17 (cm2).
Îòâåò: óìåíüøèòñÿ íà 17 ñm2.

4

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñòîðîí AE è BC.
Òðåóãîëüíèêè ABF è ECF ðàâíû (ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó: AB = EC,
ÐBAF = ÐE). Òðåóãîëüíèê ADE ñîñòàâëåí èç òðàïåöèè AFCD è
òðåóãîëüíèêà ECF, à ïðÿìîóãîëüíèê ABCD ñîñòàâëåí èç òîé æå òðàïå-
öèè AFCD è òðåóãîëüíèêà ABF, ðàâíîãî ECF. Òàêèì îáðàçîì, òðå-
óãîëüíèê ADE è ïðÿìîóãîëüíèê ABCD ñîñòàâëåíû èç, ñîîòâåòñòâåííî,
ðàâíûõ ôèãóð è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû èõ ïëîùàäè. ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Ïðàêòè÷åñêè ìîæíî èçìåðèòü èëè âû÷èñëèòü ïëîùàäü ëþáîé ôè-
ãóðû, åñëè òàêàÿ ïëîùàäü ñóùåñòâóåò. ×àùå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîùàäåé
ðàçëè÷íûõ ôèãóð ïîëüçóþòñÿ ôîðìóëàìè. Óñòàíîâëåíèåì ôîðìóë
ïëîùàäåé íåêîòîðûõ ôèãóð ìû çàéìåìñÿ â ñëåäóþùèõ òåìàõ.

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ
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 7. Ñëåäóåò ëè èç ðàâíîñîñòàâëåííîñòè äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ:
1) ðàâåíñòâî ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ; 2) èõ ðàâíîâåëèêîñòü?

 8. Êàê èçìåíèòñÿ ïëîùàäü êâàäðàòà, åñëè âñå åãî ñòîðîíû: 1) óâåëè-
÷èòü â n ðàç? 2) óìåíüøèòü â  k ðàç?

 9. Íàðèñóéòå êâàäðàò. Íàðèñóéòå äðóãîé êâàäðàò, ñòîðîíà êîòîðîãî â
2 ðàçà áîëüøå, ÷åì ñòîðîíà ïåðâîãî êâàäðàòà. Âî ñêîëüêî ðàç
ïëîùàäü âòîðîãî êâàäðàòà áîëüøå ïëîùàäè ïåðâîãî?

10. Ïóñòü AD – áîëüøåå îñíîâàíèå òðàïåöèè ABCD. ×åðåç ñåðåäèíó P
ñòîðîíû CD è ÷åðåç âåðøèíó B ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ
ëó÷ AD â òî÷êå F (ðèñ. 5). Äîêàæèòå, ÷òî SABCD = SABF.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) rBCP = rFDP – ïî ñòîðîíå è äâóì
ïðèëåæàùèì ê íåé óãëàì (CP = ... – ..., ÐBCP = Ð... – ... è ... , òàê
êàê ýòè óãëû ... ïðè ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ... è ...
ñåêóùèìè ... è ... , ÐBPC = Ð... – ... ), ò.å. SBCP = ... .
2) SABCD = SABPD + ..., SADP = SABPD + ..., ïîýòîìó SABCD = ... .
Çàïîëíèòå ïðîïóñêè.

11. Íàéäèòå ïåðèìåòð êâàäðàòà, åñëè åãî ïëîùàäü ðàâíà:
1) 2,25 cm2;     2) 0,81 dm2;     3) 289 mm2;     4) 5,76 m2;   5) 400 dm2.

12. Íà ðèñóíêå 6 óêàæèòå ðàâíîâåëèêèå ôèãóðû.

13. Òåððèòîðèÿ Ðåñïóáëèêè Óçáåêèñòàí ñîñòàâëÿåò 448,9 òûñÿ÷ km2.
Îêîëî  80 % ýòîãî ïëîùàäè çàíèìàåò ðàâíèíà. Ñêîëüêî òûñÿ÷
êâàäðàòíûõ êèëîìåòðîâ ñîñòàâëÿåò ïëîùàäü ðàâíèíû?

EA D F

B C

P

F A D P Q

B C5 6

S – îò ëàòèíñêîãî ñëîâî
«superfacies», îçíà÷àåò «ïîâåðõ-
íîñòü».
Ïëîùàäè ìàòåðèêîâ, ãîñóäàðñòâ
âûðàæàþòñÿ â êâàäðàòíûõ êè-
ëîìåòðàõ, ïîëÿ áîëüøèõ ðàçìå-
ðîâ èçìåðÿþòñÿ â ãåêòàðàõ.
Ïîëÿ, íå ñòîëü âåëèêèå ïî
ïëîùàäè, èçìåðÿþòñÿ â ñîòêàõ.

Òåððèòîðèÿ Ðåñïóáëèêè
Óçáåêèñòàí – 448 900 km2

Òàøêåíò

Çíàòü ýòî ïîëåçíî!
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Òå î ð åì à .

1. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà.
Âû ðåøàëè çàäà÷è, íàõîäÿ ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà êàê ïðîèçâå-

äåíèå åãî ñìåæíûõ ñòîðîí.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ýòî äåéñòâèå áûëî îáîñíîâàííûì.

Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a è b âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå:

S = a · b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàí ïðÿìîóãîëüíèê ñî
ñòîðîíàìè a è b, ãäå a è b – ïðîèçâîëüíûå ïî-
ëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæåì, ÷òî åãî ïëîùàäü
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå S = a · b.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòðîèì
ïðÿìîóãîëüíèê äî êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé
(a + b). Ðàçîáüåì ýòîò êâàäðàò íà ÷àñòè òàê,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1. Ìû âèäèì, ÷òî åãî
ïëîùàäü ðàâíà ñóììå äâóõ êâàäðàòîâ ñî ñòîðî-
íàìè a è b ñîîòâåòñòâåííî è äâóõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ ñî ñòîðîíàìè a è b.

Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòî-
ðîíîé (a + b), ðàâíà S1 + 2S + S2. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû ïî ñâîéñòâó 3 ïëîùàäü ýòîãî êâàäðàòà
ðàâíà (a + b)2, ò.å.

S1 + 2S + S2 = (a + b)2, èëè
S1 + 2S + S2 = a 2 + 2ab + b2.

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî S1= a2, S2 = b2, òî ïîëó÷àåì
S = a · b.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè îòíîøåíèå ñî-

ñåäíèõ ñòîðîí ðàâíî 3 : 2, à åãî ïëîùàäü ðàâíà 150 cm2.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ìåíüøåå îñíîâàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíî

b = 2x cm. Òîãäà äëèíà áîëüøåé ñòîðîíû ðàâíà a = 3x cm. Èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà, ñîñòàâèì óðàâ-
íåíèå è ðåøèì åãî:

 S = 3x · 2x, ò.å. S = 6x 2.
Îòêóäà x 2 = S : 6,  x2 = 150 : 6,  x 2 = 25,  x = 5 (cm).
Èòàê, ìåíüøàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà b = 2 · 5 = 10 (cm),

à åãî áîëüøàÿ ñòîðîíà ðàâíà a = 3 · 5 = 15 (cm).

1

a b

b b
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a b
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46–47. ÏËÎÙÀÄÜ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÀ
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Òå î ð åì à .

Òåïåðü âû÷èñëèì åãî ïåðèìåòð:
P = 2 · (a + b) = 2 · (15 + 10) =

= 2 · 25 = 50 (cm).
Îòâåò: P = 50 cm.
Çàäà÷à 2. Êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà ðàâíû 12 cm è 24 cm. ×åðåç ñå-
ðåäèíó ãèïîòåíóçû ïðîâåäåíû ïåðïåíäè-
êóëÿðû ê êàòåòàì. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîëó-

÷åííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.
Äàíî: â ïðÿìîóãîëüíîì rABC : AO = OB, OE ^ AC, OF ^ CB,

AC = 24 cm, BC = 12 cm (ðèñ. 2).
Òðåáóåòñÿ íàéòè: SCEOF .
Ðåøåíèå. Íàì èçâåñòíî,  ÷òî äâà ïåðïåíäèêóëÿðà ê îäíîé ïðÿìîé,

ïàðàëåëüíû. Ïî òåîðåìå Ôàëåñà:
AE = EC = 0,5AC = 0,5 · 24 = 12 (cm),
CF = FB = 0,5BC = 0,5 · 12 = 6 (cm).

Èòàê, SCEOF = CE · CF = 12 · 6 = 72 (cm2).
Îòâåò: ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà CEOF ðàâíà 72 cm2.
2. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà.
Ëþáóþ ñòîðîíó ïàðàëëåëîãðàììà ìîæíî ïðèíÿòü çà åãî îñíîâàíèå,

à ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èç ëþáîé òî÷êè ïðîòèâîïîëîæíîé ñòî-
ðîíû ê ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé îñíîâàíèå, – âûñîòîé ïàðàëëåëîãðàììà.
Âûñîòà ìîæåò áûòü îïóùåíà íà ñàìó ñòîðîíó èëè íà åå ïðîäîëæåíèå.
Íà ðèñóíêå 3, BP è CF – âûñîòû ïàðàëëåëîãðàììà ABCD.

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ åãî îñíîâàíèÿ íà
âûñîòó:

S = a · ha.

Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëîãðàìì ABCD.
Ïðèìåì çà åãî îñíîâàíèå ñòîðîíó AD = a è
ïóñòü åãî âûñîòà áóäåò ðàâíà ha (ðèñ. 3).

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî S = a · ha.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïðÿìî-

óãîëüíèê PBCF,  èìåþùèé  òó  æå  ñòîðîíó
BC è âûñîòó ha. Òðåóãîëüíèêè ABP è DCF
ðàâíû (ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó:
AB = DC – ãèïîòåíóçû, Ð1 = Ð2  –

ñîîòâåòñòâåííûå óãëû). Ïàðàëëåëîãðàìì ABCD ñîñòàâëåí èç òðàïåöèè
PBCD è òðåóãîëüíèêà ABP, à ïðÿìîóãîëüíèê PBCF ñîñòàâëåí èç òîé
æå òðàïåöèè PBCD è òðåóãîëüíèêà DCF ðàâíîãî ABP. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ðàâíà ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà PBCF
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(ò.å. ðàâíîâåëèêèå). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà
ABCD ðàâíà ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà PBCF, ò.å. aha.

Èòàê, ïëîùàäü S ïàðàëëåëîãðàììà ñî ñòîðîíîé a è âûñîòîé ha,
ïðîâåäåííîé ê íåé, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S = a · ha.
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â äâóõ ïàðàëëåëîãðàììàõ îäíî îñíîâàíèå è

âûñîòû ðàâíû, òî îíè ðàâíîñîñòàâëåííûå.
Äàíî: â ïàðàëëåëîãðàììàõ ABCD, AEFD è APQD îäíî îñíîâàíèå

AD = a, âûñîòû ðàâíû (ha) (ðèñ. 4).
Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïàðàëëåëîãðàììû ABCD, AEFD è APQD

ðàâíîñîñòàâëåííûå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïðèìåð, äîêàæåì, ÷òî ïàðàëëåëîãðàììû ABCD

è AEFD ðàâíîñîñòàâëåííûå. Òðåóãîëüíèêè BAE è CDF ðàâíû (ïî
ïåðâîìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ), òàê êàê BA = CD è
AE = DF, è ÐBAE = ÐCDF (êàê óãëû ñî ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàëëåëü-
íûìè ñòîðîíàìè). Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàëëåëîãðàìì ABCD ñîñòàâëåí èç
òðàïåöèè AECD è òðåóãîëüíèêà BAE, à ïàðàëëåëîãðàìì AEFD ñîñ-
òàâëåí èç òðàïåöèè AECD è òðåóãîëüíèêà CDF, ðàâíîãî òðåóãîëüíèêó
BAE. Çíà÷èò, ïàðàëëåëîãðàììû ABCD è AEFD ðàâíîñîñòàâëåííûå.

Àíàëîãè÷íî, äîêàçûâàþòñÿ ðàâíîñîñòàâëåííîñòè îñòàëüíûõ ïàðàë-
ëåëîãðàììîâ.

Çàäà÷à 3. Ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû  25 cm è 20 cm. Âûñîòà,
îïóùåííàÿ íà ïåðâóþ ñòîðîíó, ðàâíà 8 cm. Íàéäèòå âûñîòó, îïó-
ùåííóþ íà âòîðóþ ñòîðîíó ïàðàëëåëîãðàììà.

Äàíî: â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD:
AD = a = 25 cm,  DC = b = 20 cm,  ha = 8 cm (ðèñ. 5).

Òðåáóåòñÿ íàéòè: hb.
Ðåøåíèå. 1) S = aha = 25 · 8 = 200 (cm2).
2) S = bhb, ò.å. 200 = 20 · hb. Îòêóäà

hb = 200 : 20 = 10 (cm).
Îòâåò: 10 cm.
Ñëåäñòâèå 2. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà

ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äâóõ åãî ñìåæíûõ ñòî-
ðîí íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè. Äîêàæèòå.
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Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD: AD = a, AB = b è
ÐBAD = a. Äîêàæåì, ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå S = ab sina.

Ïðîâåäåì â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD âûñîòó BP è  îáîçíà÷èì  åå
BP = ha = h (ðèñ. 6). Òîãäà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABP âûñîòà
h ÿâëÿåòñÿ êàòåòîì, ïðîòèâîëåæàùèì óãëó a. Âûðàçèâ h ÷åðåç ïðî-
èçâåäåíèå ñòîðîíû b íà  ñèíóñ óãëà a, èìååì: h = b sina. Ïîäñòàâëÿåì
âûðàæåíèå äëÿ h, â ôîðìóëó ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà S = ah. Îòñþäà

S = ab sina.
Çàäà÷à 4. Äàíî: ABCD – ïàðàë-

ëåëîãðàìì, AD = 20 cm, BD = 16 cm,
ÐBDA = 30°.

Òðåáóåòñÿ íàéòè: SABCD.
Ðåøåíèå. Ñïîñîá 1. 1) Ïðîâåäåì

âûñîòó BP äàííîãî ïàðàëëåëîãðàììà
è ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê BDP

(ðèñ. 7). Îí ïðÿìîóãîëüíûé, òàê êàê BP ^ AD. Òåïåðü íàõîäèì âûñîòó
BP. Êàòåò íàïðîòèâ óãëà 30° ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, ïîýòîìó:

BP = 0,5BD = 0,5 · 16 = 8 (cm).
2) Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ðàâíà:

S = AD · BP = 20 · 8 = 160 (cm2)
Ñïîñîá 2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå BDP âûðàçèì BP ÷åðåç

ñòîðîíó (ãèïîòåíóçó) BD è ñèíóñ óãëà ÐBDP = 30° è ïîäñòàâèâ â
ôîðìóëó ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, íàõîäèì èñêîìóþ ïëîùàäü:

S = AD · BP = AD · BD · sinÐBDP = 20 · 16 · sin30° =

= 20 · 16 · 0,5 = 160 (cm2).
Îòâåò: S = 160 cm2.

 1. 1) ×åìó ðàâíà ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà?
2) Êàêîå èç ñâîéñòâ (àêñèîì) ïëîùàäè èñïîëüçîâàëîñü ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû î ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà?
3) ×òî âû ïîíèìàåòå ïîä îñíîâàíèåì è âûñîòîé ïàðàëëåëîãðàììà?
4) Êàê âûðàæàåòñÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ÷åðåç ñìåæíûå ñòî-
ðîíû è óãîë ìåæäó íèìè?

 2. Íàéäèòå ïåðèìåòð è ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè  ñìåæíûå ñòî-
ðîíû ðàâíû: 1) 30 cm è 2,9 cm; 2) 34 dm è 0,6 dm; 3) 2,5 dm è 12 cm.

 3. Íàéäèòå ïåðèìåòð è ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè îäíà ñòîðîíà
ðàâíà 15 dm, à âòîðàÿ â 5 ðàç áîëüøå ïåðâîé.

 4. Áàñêåòáîëüíàÿ ïëîùàäêà ïëîùàäüþ 240 m2 ñîñòàâëÿåò  15 % ñïîð-
òèâíîé ïëîùàäêè. Ïëîùàäü ñïîðòèâíîé ïëîùàäêè ñîñòàâëÿåò

A P D

B C
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32 % îò âñåé øêîëüíîé ïëîùàäè. Íàéäèòå ïëîùàäü âñåé øêîëüíîé
ïëîùàäè.

 5. Íàéäèòå ïåðèìåòð è ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè îäíà ñòîðîíà
ðàâíà 23 cm, à âòîðàÿ ñòîðîíà íà 17 cm áîëüøå äðóãîé.

 6. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè åãî ïëîùàäü ðàâíà 20 cm2

è  1)  äëèíà  ðàâíà  5  cm;  2) äëèíà  ñîñòàâëÿåò  125 % îò  øèðèíû;
3) îäíà èç ñòîðîí ðàâíà x.

7. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD, åñëè: 1) AB = 9 cm,
BC = 4 cm; 2) AB : BC = 5 : 7, PABCD = 48 cm.

8. Ïóñòü îäíà èç ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 16 cm, âûñîòà, ïðî-
âåäåííàÿ ê íåé ðàâíà 9 cm. Íàéäèòå ñòîðîíó êâàäðàòà, ðàâíîâå-
ëèêîãî ïàðàëëåëîãðàììó.

 9. Ïóñòü a – îñíîâàíèå, h – âûñîòà, à S – ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà.
Íàéäèòå: 1) S, åñëè a = 10 cm, ha = 0,5 m; 2) a, åñëè ha = 4 cm,
S= 48 cm2; 3) ha, åñëè a = 24 cm, S = 120 cm2.

10. Íà ðèñóíêå 8 óêàæèòå ðàâíîâåëèêèå ïàðàëëåëîãðàììû.
11. Êàê èçìåíèòñÿ ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè: 1) åãî îñíîâàíèå

óìåíüøèòü â 5 ðàç, à âûñîòó óâåëè÷èòü â 8 ðàç; 2)  è îñíîâàíèå, è
âûñîòó óìåíüøèòü â 2,5 ðàçà?

12. Êàêóþ ÷àñòü ñîñòàâëÿåò ïëîùàäü S ôèãóðû îò ïëîùàäè ïàðàë-
ëåëîãðàììà ABCD íà ðècóíêå 9?

13. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè  ñìåæíûå ñòîðîíû ðàâíû:
1) 24 cm è 20 cm;          3) 8 m è 4,5 m;
2) 3,5 dm è 8 cm;  4) 3,2 dm è 1,5 dm.

14. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 36 cm2,  âûñîòû  3  cm  è  4  cm.
Íàéäèòå ïåðèìåòð ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà.

15. Íàéäèòå ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà äâóìÿ ñïîñîáàìè, åñëè åãî
ñòîðîíû ðàâíû 20 cm è 28 cm, à óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí 30°.
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Òå î ð åì à .

Ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, âûâåäåì ñâåäÿ
çàäà÷ó ê íàõîæäåíèþ ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ åãî îñíîâàíèÿ
íà âûñîòó:

1
2 aS a h= × ,

ãäå a – îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà, ha – âûñîòà ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí òðå-
óãîëüíèê ABC (ðèñ. 1). Äîñòðîèì
òðåóãîëüíèê ABC äî ïàðàëëåëîãðàì-
ìà ABCD (BC – îñíîâàíèå), êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Òðåóãîëüíèêè
BAC è DCA ðàâíû, òàê êàê äèàãî-
íàëü AC ïàðàëëåëîãðàììà äåëèò åãî
íà äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà. Ïîýòî-
ìó èõ ïëîùàäè ðàâíû. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ABCD â äâà ðàçà áîëüøå ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà ABC, ò.å. 2S = a · ha.

Îòñþäà, 
2
aah

S = . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôîðìóëó äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è òàê:
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëü-

íèêà, ïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèþ, íà âûñîòó, îïóùåííóþ íà ýòî îñíîâàíèå
(ðèñ. 2):

2 a
a

S h×= .
Ñëåäñòâèå 1. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå

ïðîèçâåäåíèÿ åãî êàòåòîâ, òàê êàê îäèí èç êàòåòîâ ìîæíî áðàòü çà
îñíîâàíèå, à âòîðîé çà âûñîòó (ðèñ. 3).

Ñëåäñòâèå 2. Ïëîùàäè äâóõ òðåóãîëüíèêîâ îòíîñÿòñÿ êàê ïðîèçâå-
äåíèÿ êàæäîãî îñíîâàíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ âûñîòó (ðèñ. 4).

      BC = a
AP ^ BC

     AP = h
ah

a

B P C

A D1

A      BC = a
AP ^ BC

     AP = h
a

     AD = DB
     AE = EC
     DE = 0,5a

2 A

B P C

D E

C Ba

b

3

1
2

S ab=

A D C A1 D1 C1
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Äîêàçàòåëüñòâî. 
1 1 1 1 1 1 1 11 1 1

0,5
0,5

ABC

A B C

S AC BD AC BD
S A C B D A C B D

× ×
× ×

= = .

Ñëåäñòâèå 3. Îòíîøåíèå ïëîùàäåé äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îäèíàêî-
âûìè îñíîâàíèÿìè ðàâíî îòíîøåíèþ èõ âûñîò (ðèñ. 5).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 1

2 2

0,5

0,5
ABC

DBC

S a h h

S a h h

×
×

= = .

Ñëåäñòâèå 4. Îòíîøåíèå ïëîùàäåé äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îäèíàêî-
âûìè âûñîòàìè ðàâíî îòíîøåíèþ èõ îñíîâàíèé (ðèñ. 6).

Äîêàçàòåëüñòâî. 
11

0,5
0,5

ABC

A BE

S BC h BC a
S BE h BE a

× ×
× ×

= = = , ãäå BC = a, BE = a1.

Ñëåäñòâèå 5. Òðåóãîëüíèêè ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè è âûñîòàìè
ðàâíîâåëèêè (ðèñ. 7).

Äîêàçàòåëüñòâî. SBAC = SBDC = SBEC = 0,5aha.

Ñëåäñòâèå 6. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà
ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ åãî ñòîðîí íà ñèíóñ
óãëà ìåæäó íèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü BC = a, AC = b, AB = c
– ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC.  Äîêàæåì,  ÷òî

1
2

sinS bc A= . Ïðîâåäåì â òðåóãîëüíèêå  ABC âû-

ñîòó BD = hb (ðèñ. 8). Âûðàçèì  hb ÷åðåç ñòîðîíó c
è ñèíóñ óãëà A: hb = c sinA. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ hb â ôîðìóëó

ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà 
1
2 bS bh= , ïîëó÷èì ôîðìóëó:

1
2

sinS bc A= .

Àíàëîãè÷íî âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè òðå-
óãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a, b è ñèíóñîì óãëà C, ñî ñòîðîíàìè a, c è
ñèíóñîì óãëà B.

Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó
ìåæäó íèìè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

1 1 1
2 2 2

sin sin sinS ab C ac B bc A= = = .

A D

8

C

B

h
b

AB = c
BC = a
AC = b

A

D

B E C F

h1
h2

      BC = a
AE ^ BC

      AE = h1

     DF ^ BC
     DF = h2 B C E

h
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Åùå îäíà ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÷åðåç åãî
ñòîðîíû áûëà âïåðâûå íàéäåíà äðåâíåãðå÷åñêèì ìàòåìàòèêîì Ãåðîíîì
(ïðèáëèçèòåëüíî  I â. í. ý.) èç Àëåêñàíäðèè è íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû
Ãåðîíà. Ôîðìóëà Ãåðîíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíû äëèíû âñåõ òðåõ ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêà.

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Ãåðîíà.
Êàê âû çíàåòå, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâå-

äåíèÿ îñíîâàíèÿ íà âûñîòó: 
1 1 1
2 2 2a b cS a h b h c h= × = × = × .

Ïîäñòàâèì â ýòè âûðàæåíèÿ ôîðìóëû âûñîò ÷åðåç ñòîðîíû òðå-
óãîëüíèêà

2 ( )( )( )a a
h p p a p b p c= - - - , 2 ( )( )( )b b

h p p a p b p c= - - -  è

2 ( )( )( )c c
h p p a p b p c= - - - ,

è ïîñëå óïðîùåíèÿ, íàõîäèì:

 ( )( )( )S p p a p b p c= - - - , ãäå 
2

a b cp + += .

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìåäèàíà
ðàçáèâàåò òðåóãîëüíèê íà äâà ðàâíîâå-
ëèêèõ òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü BD – ìåäèàíà òðå-
óãîëüíèêà ABC (ðèñ. 9). Òðåóãîëüíèêè
ABD è CBD èìåþò ðàâíûå ñòîðîíû
AD è DC è îáùóþ âûñîòó BP, ò.å. òðå-
óãîëüíèêè, íà îñíîâàíèè ñëåäñòâèÿ 5,
ðàâíîâåëèêè: SABD = SCBD.

Çàäà÷à 2. Äàíî: ABCD – ïðÿìî-
óãîëüíèê, AC = 20 cm, BP = 12 cm,
BP ^ AC (ðèñ. 10).

Òðåáóåòñÿ íàéòè: SABCD.
Ðåøåíèå. 1) SABC = 0,5AC · BP =
= 0,5 · 20 · 12 = 120 (cm2).
2) SABCD = 2 · SABC = 2 · 120 = 240 (cm2).

Îòâåò: SABCD = 240 cm2.

?

CA P D

A D

B       AD = DC
BP ^ AC

9

10 B C
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Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

 1. 1) ×åìó ðàâíà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà?
3) Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà?
4) Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ïî òðåì ñòîðîíàì?

 2. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè åãî êàòåòû
ðàâíû: 1) 4 cm è 7 cm; 2) 1,2 dm è 25 cm.htt
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 3. Îñíîâàíèå îäíîãî òðåóãîëüíèêà 20 cm, âûñîòà 8 cm. Îñíîâàíèå
âòîðîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 40 cm. Êàêîé äîëæíà áûòü âûñîòà
âòîðîãî òðåóãîëüíèêà, ÷òîáû îíè áûëè ðàâíîâåëèêèìè?

 4. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà AB = 5AC. ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå
âûñîò, ïðîâåä¸ííûõ èç âåðøèí C è B?

 5. a – îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà, h – âûñîòà, îïóùåííàÿ íà îñíîâà-
íèå, S – ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû.

1    2 3 4 5 6

a 69 cm 0,8 dm ? 0,25 m ? 0,9 m

ha 0,5 m ? 20 dm 100 cm 4,8 cm ?

S ? 4 cm2 2000 cm2 ? 9,6 mm2 36 dm2

 6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êàòåòîâ (a è b)
ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ãèïîòåíóçû (ñ ) íà âûñîòó
(hc), îïóùåííóþ èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà íà
ãèïîòåíóçó (ðèñ. 11).
Ðåøåíèå. Åñëè îäèí êàòåò ïðèíÿòü çà îñíî-
âàíèå, òî äðóãîé êàòåò áóäåò âûñîòîé. Ïîýòîìó
ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà

ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ åãî êàòåòîâ: 
1
2

S ab= ,

îòêóäà ab = 2S; 
1
2 cS ch= , îòêóäà chc = 2S. Çíà-

÷èò, ab = chc. ×òî è òðåáîâàëîñòü äîêàçàòü.
Íàéäèòå c (òåîðåìà Ïèôàãîðà) è hc (ab = chc), åñëè åãî êàòåòû
ðàâíû: 1) 12 cm è 16 cm; 2) 5 cm è 12 cm.

 7. Íà ðèñóíêå 12 óêàæèòå ðàâíîâåëèêèå òðåóãîëüíèêè.
 8. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ïî òðåì ñòîðîíàì: 1) 39 cm, 42 cm,

45 cm; 2) 35 cm, 29 cm, 8 cm; 3) 20 cm, 20 cm, 32 cm.
 9. Êàêóþ ÷àñòü ñîñòàâëÿåò ïëîùàäü S çàøòðèõîâàííîé ÷àñòè îò

ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà ABCD íà ðèñóíêå 13?
10. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà 150 cm2. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðå-

óãîëüíèêà, åñëè åãî âûñîòû ðàâíû 15 cm, 12 cm è 20 cm.
11. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, äâå ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíû 5 dm

è 6 dm, à óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí 30°. Ðåøèòå äâóìÿ ñïîñîáàìè.

C B

A

a

11

b

h
c

D

AB = c

A DP

13
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B Ca
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Òå î ð åì à .

1. Ïëîùàäü ðîìáà. Òàê êàê ðîìá ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, òî
ïëîùàäü ðîìáà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñòîðîíå a è âûñîòå ha, ïî ôîðìóëå:

S = aha.
Íàì èçâåñòíî, ÷òî âñå âûñîòû ðîìáà ðàâíû.
Êðîìå òîãî, ïëîùàäü ðîìáà ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ åãî äèà-

ãîíàëåé.

Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ åãî äèàãîíàëåé:
1

1 22
S d d= × ,

ãäå d1 è d2 – äèàãîíàëè ðîìáà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî äèàãîíàëü AC ðàçáèâàåò ðîìá íà
äâà ðàâíûõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 1). Òîãäà âòîðàÿ
äèàãîíàëü áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïåðâîé, è ðàâíà óäâîåííîé âûñîòå
ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, ïîýòîìó ïëîùàäü ðîìáà:

( )1 1 1
2 2 2ABCD ABC ADCS S S S AC BO AC DO AC BO DO+= = + = × × = × + =

1 1
1 22 2

.AC BD d d= × = ×

Èòàê, 1 2
1
2

S d d= × . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 1. Ñòîðîíà ðîìáà ABCD ðàâíà a, à îñòðûé óãîë ðàâåí a.
Íàéäèòå ïëîùàäü ýòîãî ðîìáà. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ðîìáà, åñëè a = 30°.

Ðåøåíèå. 1) Ïóñòü ó ðîìáà ABCD AB = BC = CD = AD = a, ÐA = a.
Ïðîâåäåì BP^AD (ðèñ. 2). Òîãäà âûñîòà ha, ÿâëÿåòñÿ êàòåòîì, ëåæàùèì
íàïðîòèâ îñòðîãî óãëà a â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABP. Âûðàçèì
ha ÷åðåç ñèíóñ îñòðîãî óãëà a: ha = a sin a. Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå ha â
ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ðîìáà S = aha, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
ôîðìóëó:

S = a2 sina.

49–50. ÏËÎÙÀÄÜ ÐÎÌÁÀ È ÒÐÀÏÅÖÈÈ

B

A P D

1

D

A C
O

AC = d1

BD = d2

ha

B C

a =AB = BC = CD = AD
 BP ^ AD, BP = ha, FA = a.
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Òå î ð åì à .

2) Íàõîäèì ïëîùàäü ðîìáà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó S = a2 sina:
S = a2 sin30° = a2 · 0,5 = 0,5a2 (êâ. åä.).

Îòâåò: S = 0,5a2 êâ. åä.
Çàäà÷à 2. Íàéäèòå  äèàãîíàëè  ðîìáà,  åñëè  îäíà  èç  íèõ  â  1,5  ðàçà

áîëüøå äðóãîé, à ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà 27 cm2.
Äàíî: ABCD – ðîìá; SABCD = 27 cm2; AC = 1,5BD (ñì. ðèñ. 1)
Òðåáóåòñÿ íàéòè: AC, BD.
Ðåøåíèå. Ïóñòü BD = x cm, òîãäà AC = 1,5x cm. Ïîäñòàâèâ ýòè îáîç-

íà÷åíèÿ â 1
2ABCDS AC BD= × , ïîëó÷èì: 

1
2

27 1,5x x= × × . Òîãäà x 2 = 36,

îòêóäà x = 6 (cm). Òàêèì îáðàçîì, BD = 6 cm,   AC = 1,5 · 6 = 9 (cm).
Îòâåò: 9 cm, 6 cm.
2. Ïëîùàäü òðàïåöèè. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé âûïóêëûé ìíîãîóãîëü-

íèê ìîæíî ðàçáèòü íà òðåóãîëüíèêè, ïðîâåäÿ åãî äèàãîíàëè, èñ-
õîäÿøèå èç îäíîé åãî âåðøèíû. Ïîýòîìó äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü
ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà, åãî íàäî ïðåäâàðèòåëüíî ðàçáèòü íà òðå-
óãîëüíèêè. Çàòåì âû÷èñëèòü èõ ïëîùàäè. Ïî 2-ìó ñâîéñòâó ïëîùàäü
ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ñîñòàâëÿþùèõ åãî òðåóãîëü-
íèêîâ. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ñïîñîáîì ïðè âû÷èñëåíèè ïëîùàäè
òðàïåöèè.

Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïîëóñóììû åå îñíîâàíèé
íà âûñîòó:

2
a b

S h
+= × ,

ãäå a è b – îñíîâàíèÿ òðàïåöèè, h – âûñîòà òðàïåöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðàïåöèþ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè
AD = a, BC = b è âûñîòîé CE = h (CE ^ AD)  (ðèñ. 3).

Äèàãîíàëü òðàïåöèè AC ðàçäåëÿåò òðà-
ïåöèþ ABCD íà äâà òðåóãîëüíèêà ABC è
ACD. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü òðàïåöèè
áóäåò ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ýòèõ òðå-
óãîëüíèêîâ. Òàê êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè ïîñòîÿííà, òî
âûñîòû òðåóãîëüíèêîâ ABC è ACD ðàâíû
ìåæäó ñîáîé.

Îòêóäà, 1 1
2 2ABCS BC CE b h= × = ×  è 1 1

2 2ACDS AD CE a h= × = × .

Ïëîùàäü òðàïåöèè S = SABC + SACD, ò.å.:
1 1
2 2

S a h b h= × + ×   èëè 
2

a bS h+= × .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

A E D

B

h

C

a

b3

htt
p:e

du
po

rta
l.u

z



116

Ñëåäñòâèå. Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ åå ñðåäíåé ëèíèè
íà âûñîòó.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ðàâíà ïîëóñóììå åå îñíî-
âàíèé.

Çàäà÷à 3. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû 15 cm è 30 cm, à ïëîùàäü
ðàâíà 225 cm2. Íàéäèòå åå âûñîòó.

Ðåøåíèå. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ðàâíà:
15 30 45

2 2 2
22,5a b+ += = =  (cm).

Çíà÷èò, âûñîòà òðàïåöèè  ðàâíà:

òð. 2
: 225 : 22,5 10a bh S += = =  (cm).

Îòâåò: h = 10 cm.
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó ñðåä-

íåé ëèíèè òðàïåöèè è ïåðåñåêàþùàÿ îñíîâàíèÿ, äåëèò ýòó òðàïåöèþ
íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD – òðàïåöèÿ (AD || BC ), EF – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ,
à MN – ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó O ñðåäíåé ëèíèè è
ïåðåñåêàþùàÿ îñíîâàíèÿ â òî÷êàõ M è N  (ðèñ. 4). Òðàïåöèè ABMN è
MNDC èìåþò ðàâíûå ñðåäíèå ëèíèè EO è OF ñîîòâåòñòâåííî è
âûñîòû, ðàâíûå âûñîòå èñõîäíîé òðàïåöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäè
ýòèõ òðàïåöèé ðàâíû, ò.å. ðàâíîâåëèêè:

SABMN = SMNDC.
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äèàãîíàëè
ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè âçàèìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíû, òî âûñîòà òðàïåöèè ðàâíà åå
ñðåäíåé ëèíèè, è ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà
êâàäðàòó åå âûñîòû.

Äàíî: ABCD  – ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïå-
öèÿ  (AB = DC), AC ^ BD, AD = a, BC = b
(ðèñ. 5).

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü:

1) 
2

a bh += ; 2) ( )2
2

òð. 2
a bS h += = .

Ðåøåíèå. 1) AOD – ðàâíîáåäðåííûé
ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, ïîýòîìó
ÐADO = 45°.

2) Îïóñòèì èç âåðøèíû B âûñîòó
BP ^ AD. Òðåóãîëüíèê BPD òàêæå ðàâíî-
áåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê,
òàê êàê ÐADO = 45°, è çíà÷èò, ÐPBD = 45°.A P D

O

B C

h

A N D

F
O

B

E

M C

45°45°

4

5

htt
p:e

du
po

rta
l.u

z



117

Îòêóäà DP = BP. Íàì èçâåñòíî, ÷òî ïî ñâîéñòâó âûñîòû ðàâíîáåä-
ðåííîé òðàïåöèè, îïóùåííîé èç âåðøèíû ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ:

2
a bBP DP += = .

3) 2
òð. 2

a bS h h h h+= × = × =  èëè ( )2òð. 2 2 2 2
a b a b a b a bS h+ + + += × = × = .

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ïîëíîñòüþ, ÷òî åñëè äèàãîíàëè ðàâ-
íîáåäðåííîé òðàïåöèè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî âûñîòà òðàïåöèè
ðàâíà åå ñðåäíåé ëèíèè, è ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà êâàäðàòó åå
âûñîòû.

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

 1. 1) Êàê ìîæíî íàéòè ïëîùàäü ðîìáà ñ ïîìîùüþ åãî ñòîðîíû è
âûñîòû?
2) Êàê ìîæíî íàéòè ïëîùàäü ðîìáà ñ ïîìîùüþ åãî äèàãîíàëåé?
Âûðàçèòå åå.
3) ×åìó ðàâíà ïëîùàäü òðàïåöèè?

 2. Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà 40 ñì2, à âûñîòà ðàâíà 5 ñì. Íàéäèòå ïåðè-
ìåòð ýòîãî ðîìáà.

 3. Íàéäèòå ïëîùàäü ðîìáà, åñëè åãî: 1) âûñîòà 16 cm, à îñòðûé óãîë
ðàâåí 30°; 2) ñòîðîíà 1,8 dm, à îñòðûé óãîë ðàâåí 30°.

 4. Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà 60 cm2, à îäíà èç äèàãîíàëåé – 10 cm.
Íàéäèòå âòîðóþ äèàãîíàëü ýòîãî ðîìáà.

 5. Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà 30 cm2,  à ïåðèìåòð ðàâåí 24 cm. Íàéäèòå
âûñîòó ýòîãî ðîìáà.

 6. Äàíî: ABCD – ðîìá. ÐBAD = 60°, BP ^ AD, BP = 12 cm (ðèñ. 6).
Òðåáóåòñÿ íàéòè: S.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê BPA. Ïî îïðå-

äåëåíèþ ñèíóñà îñòðîãî óãëà: sin BP
AB

A = . Ïîäñòàâèâ â ýòî ðàâåí-

ñòâî äàííûå, íàõîäèì AB:

12
sin sin 60

sin BP BP
AB A

A AB
°

= Þ = = =

3 2 24
2 3 3

12 : 12= = × =  (cm).

Ïîäñòàâèâ 
24

3
AB a= = , 3

2
sin 60° =  â

ôîðìóëó ïëîùàäè ðîìáà ÷åðåç ñòîðîíó
è îñòðûé óãîë, èìååì:

2
2 3 324

2 23

576
sin 60 96 3

3
S a

æ ö
ç ÷
è ø

= × ° = × = × =  (cm2).

Îòâåò: 96 3  cm2.

A P D

B C6

60°

?

htt
p:e

du
po

rta
l.u

z



118

A

B C

F D
45°

7

 7. Íàéäèòå ïëîùàäü ðîìáà, åñëè åãî äèàãîíàëè ðàâíû:
1) 1,5 dm è 1,8 dm;      2) 24 cm è 15 cm;      3) 3,2 cm è 0,5 dm.

 8. 1) Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, îñíîâàíèÿ êîòîðîé 11 cm è 18 cm,
à âûñîòà 6 cm.
2) Îñíîâàíèå òðàïåöèè ðàâíî 26 cm, âûñîòà 10 cm, à ïëîùàäü
200 cm2. Íàéäèòå âòîðîå îñíîâàíèå òðàïåöèè.

 9. Â ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè ABCD,
AB = BC = 18 cm, ÐD = 45° (ðèñ.7). Íàé-
äèòå ïëîùàäü òðàïåöèè. Çàïîëíèòå
ïðîïóñêè.
Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì CF ^ AD. 1) ABCF –
êâàäðàò, òàê êàê â ïðÿìîóãîëüíèêà
ABCF ñìåæíûå ñòîðîíû AB è ...,
ïîýòîìó AF = CF = ... (cm).
2) rCFD – ïðÿìîóãîëüíûé, ÐF = 90° ïî ïîñòðîåíèþ, ÐD = 45° ïî
óñëîâèþ, ïîýòîìó ÐDCF = ...° è, ñëåäîâàòåëüíî, rCFD – ... è
DF = ... = ... (cm).
3) AD = AF + ... = ... + ... = ... (cm) è SABCD = ... · ... = ... · ... = ... (cm2).
Îòâåò:  ... cm2.

10. Íàéäèòå ïëîùàäü ðîìáà, åñëè åãî óãëû îòíîñÿòÿ êàê 1 : 5,  à ñòî-
ðîíà ðàâíà a.

11. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè ABCD, åñëè 20 2AD = cm,
10 2BC = cm, AC = 24 cm, ÐCAD = 45° (ðèñ. 8).

12. Íàéäèòå ïëîùàäü ðîìáà, åñëè åãî äèàãîíàëè ðàâíû:
1) 3,5 dm è 1,4 dm;       2) 28 cm è 17 cm;       3) 4,2 cm è 1,5 dm.

13. Âûñîòà ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíà 5 cm, à äèàãîíàëè ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè.

14. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðâà â âèäå ðàâíîáåäðåí-
íîé òðàïåöèè (ðèñ. 9).

15. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè 16 cm è 12 cm.  Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïåðå-
ñåíèÿ äèàãîíàëåé äî îñíîâàíèé ðàâíû 6 cm è 4 cm (ðèñ. 10).
Íàéäèòå ïëîùàäü ýòîé òðàïåöèè.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïðîèçâîëüíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà ÷àùå âñåãî åãî ðàçáèâàþò íà
íåïåðåêðûâàþùèåñÿ òðåóãîëüíèêè è íàõîäÿò
ñóììó ïëîùàäåé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ. Äëÿ òîãî
÷òîáû âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ðàçáèòü íà
òðåóãîëüíèêè, äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè âñå äèàãî-
íàëè èç ëþáîé îäíîé âåðøèíû (ðèñ. 1, a).
Èíîãäà óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ è äðóãèìè ñïîñî-
áàìè ðàçáèåíèÿ (ðèñ. 1, á).

Çàäà÷à 1. Èçâåñòíî, ÷òî â ìíîãîóãîëüíèêå
ABCDE BD || AE, CP^AE (ðèñ. 2).

Äîêàæèòå, ÷òî SABCDE = 0,5(BD · CP + AE · OP).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç  ðèñóíêà  âèäíî,  ÷òî

ìíîãîóãîëüíèê ñîñòîèò èç òðåóãîëüíèêà è òðà-
ïåöèè. Ïîýòîìó, ïî 2-ìó ñâîéñòâó ïëîùàäè:

SABCDE = SBCD + SABDE = 0,5BD · CO + 0,5(AE + BD) · OP =

= 0,5(BD · CO + AE · OP + BD · OP) = 0,5(BD · (CO + OP) +

+ AE · OP) = 0,5(BD · CP + AE · OP).

Çíà÷èò, SABCDE = 0,5(BD · CP + AE · OP).

Çàäà÷à 2. AC è BD – äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, O – èõ
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ (ðèñ. 3). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè SAOB = S1, SBOC = S2,
SCOD = S3 è SAOD = S4, òî S1 · S3 = S2 · S4.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðîâåäåì AE ^ BD è CF ^ BD.

2) 
1

4

0,5
0,5

S OB AE OB
S OD AE OD

×
×

= =   (1)  è  
2

3

0,5
0,5

S OB CF OB
S OD CF OD

×
×

= =  (2).

3) Èç (1) è (2) èìååì: 1 2
1 3 2 4

4 3

S S

S S
S S S S= Þ × = × .
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Çàäà÷à 3. BC è AD – îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ABCD, O – òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé AC è BD (ðèñ. 4). AD = a, BC = b.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè SAOB = S1,  SBOC = S2,  SCOD = S3 è SAOD = S4, òî:

1) 1 3 2 4S S S S= = × ;  2) ( )2

òð. 2 4S S S= + .

Ðåøåíèå. 1) 1 2 3 2 1 3
1
2ABC DBCS S bh S S S S S S= = Þ + = + Þ = .

2) Íàì èçâåñòíî, ÷òî S1 · S3 = S2 · S4. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî S1 = S3, òî

ïîëó÷èì S1 = S3 = = 2 4S S× . Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíà.

3) Ïî 2-îìó ñâîéñòâó ïëîùàäè, è ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû,
èìååì:

òð. 1 2 3 4 2 1 42S S S S S S S S= + + + = + + =

( ) ( ) ( )2 2 2

2 2 4 4 2 42S S S S S S= + × + = + .

Èòàê, ( )2

òð. 2 4S S S= + . Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíà.

Çàäà÷à 4. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè ïàðàë-
ëåëîãðàììà, â êîòîðîì îñíîâàíèå è âûñîòà îáùèå ñ òðåóãîëüíèêîì.

Ðåøåíèå. Îñíîâàíèå AD è âûñîòà h – îáùàÿ äëÿ ïàðàëëåëîãðàììà
ABCD è òðåóãîëüíèêà APD (ðèñ. 5). Äîêàæåì, ÷òî SAPD = 0,5SABCD.

Èçâåñòíî, ÷òî SABCD = ah (1) è SAPD = 0,5ah (2). Â (2) âìåñòî ah ïîä-

ñòàâèì  SABCD, è íàõîäèì: SAPD = 0,5ah = 0,5SABCD.

Ïðèìå÷àíèå! Âûøå ïðèâåäåííóþ çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è
òàê:

– ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà â äâà ðàçà áîëüøå ïëîùàäè òðåóãîëü-
íèêà, ó êîòîðîãî îñíîâàíèå è âûñîòà îáùèå ñ ïàðàëëåëîãðàììîì.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷åðåç âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ïðîâåñòè ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå åãî äèàãîíàëÿì, òî ïëîùàäü ïàðàëëå-
ëîãðàììà, îáðàçîâàííîãî ýòèìè ïðÿìûìè, â äâà ðàçà áîëüøå ïëîùàäè
äàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD – äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, O – òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé AC è BD, h1 è h2 – ïåðïåíäèêóëÿðû îïóùåííûå èç
âåðøèí B è D ê äèàãîíàëè AC; EFPQ ïàðàëëåëîãðàìì – îáðàçîâàííûé
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ïðè ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ïðî-
âåäåííûõ ÷åðåç âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà,
ïàðàëëåëüíî åãî äèàãîíàëÿì (ðèñ. 240).

Äîêàæåì, ÷òî SEFPQ = 2SABCD.
Ïî ïîñòðîåíèþ, ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà

EF è QP ïàðàëëåëüíû äèàãîíàëè AC è ðàâíû.
Ïîýòîìó, äèàãîíàëü AC äåëèò ïîëó÷èâøèéñÿ
ïàðàëëåëîãðàìì EFPQ íà äâà ïàðàëëåëîãðàììà
AEFC è ACPQ. Ó÷èòûâàÿ âûøå èçëîæåííîå çàêëþ÷åíèå â ïðèìå÷àíèè,
äîêàæåì ðàâåíñòâî SEFPQ = 2SABCD :

SEFPQ = SAEFC + SACPQ = 2SABC +  2SADC = 2(SABCC + SADC) = 2SABCD.

Èòàê, SEFPQ = 2SABCD.

 1. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû íà ðèñóíêå 7.
Ðåøåíèå. Ïëîùàäü ôèãóðû, èçîáðàæåííîé
íà ðèñ. 7, óäîáíî íàéòè, åñëè äîïîëíèòü åå
äî êâàäðàòà, ñîåäèíèâ òî÷êè A è B. Ïëî-
ùàäü ôèãóðû ðàâíà ðàçíîñòè ïëîùàäåé
êâàäðàòà è òðåóãîëüíèêà ABC:
S = Sêâ. – SABC = ...2 – 0,5 · (50 – 2 · 10)•... =
= ... – 375 = ... (êâ. åä.).
Çàïîëíèòå ïðîïóñêè. Îòâåò: ... êâ. åä.

 2. Âûâåäèòå ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè
ôèãóðû èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 8. Çäåñü
AE || BC || PD, AE = BC, AP = PB,  PD ^ AB.

 3. Äàíî: ABCD – ïðÿìîóãîëüíèê, AB = 12 cm,
AD = 16 cm; òî÷êè E, F, P è Q – ñåðåäèíû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí.
Òðåáóåòñÿ íàéòè: SEFCPQA..

 4. Äàíî: ABCD – ïàðàëëåëîãðàìì, PÎBD,
KL || BC, MN || AB (ðèñ. 9).
Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü: SAKPN = SPMCL.

 5. AC è BD – äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD, O – òî÷êà ïåðåñå÷åíÿ åãî äèàãîíà-
ëåé. Íàéäèòå SCOD, åñëè SAOD = 12, SBOC = 8,
SAOB = 6.

 6. Ïëîùàäü çåìåëüíîãî ó÷àñòêà â ôîðìå ïðÿìî-
óãîëüíèêà  ðàâíà  400  ha.  ×åìó  ðàâåí  ïåðè-
ìåòð ýòîãî ó÷àñòêà, åñëè:
1) äëèíà ó÷àñòêà ðàâíà 10 km;
2) ó÷àñòîê èìååò ôîðìó êâàäðàòà?
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I. Çàäà÷è äëÿ èññëåäîâàíÿ.
Çàäà÷à 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà íàòóðàëüíûå

÷èñëà è ïåðèìåòð êðàòåí 4.
Ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí 72 cm è ñòîðîíû âûðàæåíû íàòó-

ðàëüíûìè ÷èñëàìè. Íàéäèòå ñðåäè íèõ ïðÿìîóãîëüíèê ñ íàèáîëüøåé
ïëîùàäüþ. Êàêàÿ ýòà ôèãóðà? Ñäåëàéòå âûâîä.

Ðåøåíåèå. Â ïðÿìîóãîëüíèêå: P = 2 × (a + b) = 72 cm – ïåðèìåòð,
p = a + b = 36 ñm – ïîëóïåðèìåòð, ò.å. ñóììà ñìåæíûõ ñòîðîí. Åñëè
çíà÷åíèÿ a è b áóäóò èçâåñòíû, òî òîãäà ìîæåì âû÷èñëèòü S = a · b. ×òî-
áû îòâåòèòü íà âîïðîñ çàäà÷è, íàäî íàéòè çíà÷åíèå ñìåæíûõ ñòîðîí
ïðÿìîóãîëüíèêà.

Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì 36 â âèäå ñóììû äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:
a + b = 36 = 1 + 35 = 2 + 34 = 3 + 33 = ... = 33 + 3 = 34 + 2 = 35 + 1.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò 35 ðàçíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñóììà
ñìåæíûõ ñòîðîí ðàâíà 36 sm. Ââåäåì äàííûå â òàáëèöó, ñäåëàåì àíàëèç
è ñîîòâåòñòâóþùèå âûâîäû:

a cm 1 2 ... 17 18 19 20 ... 34 35

b cm 35 34 ... 19 18 17 16 ...  2 1

(a + b) cm 36 36 36 36 36 36 ... 36 36

S = a × b cm2 35 68 ... 323 324 323 320 ... 68 35

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî íàèìåíüøàÿ ïëîùàäü äîñòèãàåòñÿ ïðè
a = 1 cm è b = 35 cm èëè a = 35 cm è b = 1 cm, à íàèáîëüøàÿ ïëîùàäü ïðè
a = b = 18 cm, ò.å. êîãäà ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà 18 cm. Â îñòàëüíûõ
ïðÿìîóãîëüíèêàõ ïåðèìåòð ðàâåí 72 cm, íî ïëîùàäè èõ áóäóò ìåíüøå

18 × 18 = 324 (cm2).

Ïîñëå àíàëèçà òàáëèöû, ñäåëàåì ñëåäóþùèå âûâîäû.
Âûâîä 1. Åñëè ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà íàòóðàëüíûå ÷èñëà è ïåðè-

ìåòð êðàòåí 4, òî íàèáîëüøàÿ ïëîùàäü âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

 
2

max 4
PS æ ö

ç ÷
è ø

=  êâ. åä.

Âûâîä 2. Åñëè  ñòîðîíû  ïðÿìîóãîëüíèêà  íàòóðàëüíûå  ÷èñëà  è
ïåðèìåòð êðàòåí 2, òî òîãäà ñðåäè ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ ðàâíûìè ïåðè-
ìåòðàìè íàèìåíüøóþ ïëîùàäü èìååò òîò ïðÿìîóãîëüíèê, â êîòîðîì
îäíà ñòîðîíà ðàâíà 1, à âòîðàÿ äîïîëíåíèå 1 (åäèíèöû) äî ÷èñëîâîãî
çíà÷åíèÿ ïîëóïåðèìåòðà: a = 1, b = p - 1.

Âûâîä 3. Åñëè äëèíû ñìåæíûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà ñáëèæàþòñÿ,
òî ïëîùàäü óâåëè÷èâàåòñÿ.

52. ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀÍÈß È ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ
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Çàäà÷à 2. Êèòàéñêàÿ èãðà «òàíãðåì» – ýòî êâàäðàò, ðàçðåçàííûé íà
òðåóãîëüíèêè è ÷åòûðåõóãîëüíèêè òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Èç íèõ
ñîñòàâëÿþò ðàçíûå ôèãóðêè. Íàéäèòå èõ ïëîùàäè, åñëè ñòîðîíà êâàäðàòà
ðàâíà 8 cm.

Ðåøåíèå. a = 8 cm – ñòîðîíà êâàäðàòà. S = a2= 82 = 64 (cm2) – ïëîùàäü
äàííîãî êâàäðàòà. Òåïåðü íàõîäèì ïëîùàäè ôèãóðîê.

1) Ïëîùàäè S1 è S7 – ðàâíû îäíîé ÷åòâåðòîé ïëîùàäè êâàäðàòà.
Çíà÷èò, S1 = S7= S : 4 = 64 : 4 = 16  (cm2).

2) Ïëîùàäü ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà
îäíîé ÷åòâåðòîé êâàäðàòà ïîëîâèíû ãèïîòåíóçû. Çíà÷èò,

S2 = S5 = 0,25 · (a : 2)2 = 0,25 · 42 = 0,25 · 16 = 4 (cm2).
3) Ïëîùàäü êâàäðàòà S3 ðàâíà óäâîåííîé ïëîùàäè S2. Çíà÷èò,

S3 = 2S2 = 2 · 4 = 8  (cm2).
4) Êàòåòû òðåóãîëüíèêà S4 ðàâíû ïîëîâèíå ñòîðîíû äàííîãî êâàä-

ðàòà, ò.å. a : 2 = 8 : 2 = 4 (cm). Ïëîùàäü ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà
ðàâíà ïîëîâèíå êâàäðàòà ñòîðîíû, ò.å. S4 = 0,5 · 42 = 0,5 · 16 = 8 (cm2).

5) Êâàäðàò è ïàðàëëåëîãðàìì ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè è âûñîòîé
ðàâíîâåëèêè, ïîýòîìó S6 = S3 = 2 · 4 = 8  (cm2).

Îòâåò: S1 = S7= 16 cm2;  S2 = S5 = 4 cm2;  S3 = S4 = S6 = 8 cm2.
Çàäà÷à 4. ×àñòü ñòåíû, èìåþùåé ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðî-

íàìè 2,25 m è 1,8 m, íåîáõîäèìî ïîêðûòü êàôåëåì. Ñêîëüêî ïëèòîê äëÿ
ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ, åñëè ïëèòêà èìååò ôîðìó êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé
15 ñm (ðèñ. 2)?

Ðåøåíèå. 1) Íàõîäèì ïëîùàäü ÷àñòè ñòåíû, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïîê-
ðûòü êàôåëåì è âûðàçèì â êâàäðàòíûõ ñàíòèìåòðàõ:

2,25 · 1,8 = 4,05 (m2)= 4,05 · 10 000 cm2 = 40500 cm2.
2) Íàõîäèì ïëîùàäü îäíîãî êàôåëÿ: a2 = 152 = 225 (cm2).
3) Íàõîäèì, ñêîëüêî ïëèòîê ïîíàäîáèòñÿ äëÿ ïîêðûòèÿ ÷àñòè ñòåíû

â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíèêà: 40500 : 225 = 180 (øòóê).
Îòâåò: íåîáõîäèìî 180 øòóê êàôåëÿ.
Ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
Çàäà÷à 4. Ñêîëüêî ïîòðåáóåòñÿ êàôåëüíûõ ïëèòîê êâàäðàòíîé ôîðìû

ñî ñòîðîíîé 20 cm, ÷òîáû îáëèöîâàòü äîðîæêó èìåþùóþ ôîðìó êâàäðàòà
ñî ñòîðîíîé 4 m?
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ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÌÀÒÅÐÈÀË, ÐÀÇÂÈÂÀÞÙÈÉ
ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÎÌÏÅÍÒÅÍÖÈÈ

ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÏËÎÙÀÄÈ ÌÍÎÃÎÓÃÎËÜÍÈÊÀ,
ÍÀÐÈÑÎÂÀÍÍÎÃÎ ÍÀ ÊËÅÒ×ÀÒÎÉ ÁÓÌÀÃÅ

Ïðèâåäåì «Ôîðìóëó Ïèêà» – ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè âûïóê-
ëîãî è íåâûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà, íàðèñîâàííîãî íà êëåò÷àòîé áóìàãå.
Ñòîðîíû êàæäîé êëåòî÷êè ðàâíû 1 cm. Íàçîâåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ íà êëåò÷àòîé áóìàãå óçëîâûìè òî÷êàìè. Òîãäà ïëîùàäü ìíîãî-
óãîëüíèêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

2
1MS N= + - .

Â ýòîé ôîðìóëå M –  ÷èñëî  óçëîâûõ  òî÷åê,  ëåæàùèõ  âäîëü  ãðàíèöû
ìíîãîóãîëüíèêà, N – ÷èñëî óçëîâûõ òî÷åê âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà.

Ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïðèìåíÿòü â ëþáîì ìíîãîóãîëüíèêå, âåðøèíû
êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â óçëîâûõ òî÷êàõ. .

Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ôèãóðû íà ðèñóíêå 1.
Ðåøåíèå. Ñïîñîá 1. 1) ×èñëî ïîëíûõ êâàäðàòèêîâ ðàâíî 59, ïëîùàäü èõ

ðàâíà  59  cm2; ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ ðàâíûõ ïîëîâèíå êâàäðàòà 16, èõ
ïëîùàäü ðàâíà 16 : 2 = 8 (cm2); èìååòñÿ òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì îñíîâàíèå
ðàâíî 2 cm, à âûñîòà ðàâíà 3 cm, à ïëîùàäü åãî ðàâíà 3 cm2.

Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü äàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà:
 S = 59 + 8 + 3 = 71  (cm2).

Ñïîñîá 2. Îòìåòèì óçëîâûå òî÷êè.
1)  Ïîäñ÷èòàåì  ÷èñëî  óçëîâûõ  òî÷åê  âíóòðè  ôèãóðû  (îòìå÷åíû  ÷åð-

íûì öâåòîì): èõ 50, ò.å. N = 50.
2) Ïîäñ÷èòàåì  ÷èñëî  óçëîâûõ  òî÷åê  âäîëü  ïåðèìåòðà  ôèãóðû  (îòìå-

÷åíû êðàñíûì öâåòîì): èõ 44, ò.å. M = 44. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó Ïèêà:
44
2

50 1 22 49 71S = + - = + = (cm2).

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èëè îäèíàêîâûé îòâåò.
Îòâåò:  71 cm2.
Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà íà ðèñóíêå 2.
Ðåøåíèå. 1) Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî óçëîâûõ òî÷åê âäîëü ïåðèìåòðà ìíîãî-

óãîëüíèêà (îòìå÷åíû êðàñíûì öâåòîì): èõ 40, ò.å. M = 40.
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2) Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî óçëîâûõ òî÷åê âíóòðè
ìíîãîóãîëüíèêà (îòìå÷åíû ÷åðíûì öâåòîì): èõ
37, ò.å. N = 37.

Ïî ôîðìóëå Ïèêà, èìååì:
40
2

37 1 20 36 56S = + - = + = (cm2).

Îòâåò: 56 cm2.
Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ìíîãîóãîëü-

íèêà íà ðèñóíêå 3.
Ðåøåíèå. Ñïîñîá 1. 1) Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî óçëî-

âûõ òî÷åê âäîëü ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà (îòìå÷å-
íû êðàñíûì öâåòîì): èõ 39, ò.å. M = 39.

2) Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî óçëîâûõ òî÷åê âíóòðè
ìíîãîóãîëüíèêà (îòìå÷åíû ÷åðíûì öâåòîì): èõ
17, ò.å. N = 17.

Ïî ôîðìóëå Ïèêà, èìååì:
39
2

17 1 19,5 16 35,5S = + - = + = (cm2).

Ñïîñîá 2. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åííîãî îòâåòà, âû
ìîæåòå âîñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå óäîáíûìè äëÿ âàñ ðàçáèåíèÿìè äàííîãî
ìíîãîóãîëüíèêà. Ïîñëå ýòîãî, âû÷èñëèòå ïëîùàäè ïîëó÷åííûõ âûïóêëûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì. À ïîòîì ñóììèðóåòå ïîëó÷åí-
íûå  ðåçóëüòàòû,  è  ñîïîñòàâüòå  ñ  ðåçóëüòàòîì  1-ãî   ñïîñîáà.  Åñëè
âû÷èñëåíèå âûïîëíèòå ïðàâèëüíî, òî òîãäà â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èòå
îäèíàêîâûé îòâåò. Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè âûáèðàåòå ñàìè. Âû÷èñ-
ëåíèå ìîæíî ïðîâåñòè óñòíî.

×èñëî ïîëíûõ êâàäðàòèêîâ ðàâíî 26, ïëîùàäü èõ ðàâíà 26 cm2; ÷èñëî
òðåóãîëüíèêîâ ðàâíûõ ïîëîâèíå êâàäðàòà 17, èõ ïëîùàäü ðàâíà 17 : 2 =
= 8,5 (cm2); èìååòñÿ òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî îñíîâàíèå ðàâíî 2 cm, à
âûñîòà ðàâíà 1 cm, à ïëîùàäü åãî ðàâíà 1 cm2. Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü
äàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà: 26 + 8,5 + 1 = 35,5 (cm2).

Çíà÷èò, îáà ðåçóëüòàòà îäèíàêîâû. Îòâåò: 35,5 cm2.
Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòå ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêîâ íà ðèñ. 4 è 5, ïðè-

ìåíèâ ôîðìóëó Ïèêà.
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1. Íàéäèòå ïëîùàäü êâàäðàòà, ïåðè-
ìåòð êîòîðîãî ðàâåí ïåðèìåòðó
ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè
27 cm è 21 cm.

2. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà.
åñëè åãî ïëîùàäü 540 cm2, à ñìåæ-
íûå ñòîðîíû îòíîñÿòñÿ êàê 3 : 5.

3. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà
24 cm2, à âûñîòû ðàâíû 3 cm è
4 cm. Íàéäèòå ïåðèìåòð ýòîãî ïà-
ðàëëåëîãðàììà.

4. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1, ñ ðàçáèåíèåì íà
ìíîãîóãîëüíèêè è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ïèêà.

 1. Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, åñëè åãî ñòîðîíû
óâåëè÷èòü â 4 ðàçà?
A) 4; Á) 8; Â) 16; Ã) 32.

 2. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè åãî ïëîùàäü ðàâíà 400 ha,
à îòíîøåíèå ñìåæíûõ ñòîðîí ðàâíî 4 : 1.
A) 10 km; Á) 5 km; Â) 2 km; Ã) 8 km.

 3. Äëèíà ïðÿìîóãîëüíèêà óâåëè÷åíà íà 25 %. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
íàäî óìåíüøèòü øèðèíó, ÷òîáû åãî ïëîùàäü íå èçìåíèëàñü?
A) 20 %; Á) 16 %; Â) 25 %; Ã) 18 %.

 4. Âî ñêîëüêî ðàç íàäî óìåíüøèòü ñòîðîíó êâàäðàòà, ÷òîáû åãî ïëîùàäü
óìåíüøèëàñü â 4 ðàçà?
A) 1,5 ðàçà; Á) 2 ðàçà; Â) 3 ðàçà; Ã) 3,5 ðàçà.

 5. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè åãî ïëîùàäü 144 cm2,
âûñîòû 8 cm è 12 cm.
A) 40 cm; Á) 30 cm; Â) 80 cm; Ã) 60 cm.

 6. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD íà äèàãîíàëü AC îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð BO.
Íàéäèòå ïëîùàäü ïàðàëëëåëîãðàììà, åñëè AO = 8 cm, OC = 6  cm  è
BO = 4 cm.
A) 50 cm2; Á) 28 cm2; Â) 52 cm2; Ã) 56 cm2.

 7. Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà 40 cm2, à åãî ïåðèìåòð ðàâåí 20 cm. Íàéäèòå
âûñîòó ýòîãî ðîìáà.
A) 2 cm; Á) 8 cm; Â) 4 cm; Ã) 16 cm.

 8. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû 5 cm è 9 cm. Íàéäèòå âûñîòó òðàïåöèè,
åñëè åå ïëîùàäü ðàâíà 35 cm2.
A) 9 cm; Á) 8 cm; Â) 5 cm; Ã) 10 cm.

Ïðîâåðüòå ñåáÿ!ÒÅÑÒ 4.

1

53–54. ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ 4. ÐÀÁÎÒÀ ÍÀÄ ÎØÈÁÊÀÌÈ
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Ïÿòàÿ ãëàâà «Êíèãà çíàíèé» Àâèöåííû ïîñâÿùåíà
îñíîâíûì ãåîìåòðè÷åñêèì çàäà÷àì, îòíîñÿùèìñÿ ê
÷åòûðåõóãîëüíèêàì, ðàçìåùåííûì â íèõ òðåóãîëüíèêàì
è ñâÿçÿì ìåæäó íèìè.

Òåîðåìà 1. Ôèãóðû, ðàçìåùåííûå ìåæäó äâóìÿ
ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, èìåþùèå ðàâíûå îñíîâàíèÿ è
âçàèìíî ïàðàëëåëüíûå ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû, ðàâíî-
âåëèêè (ò.å. ðàâíû èõ ïëîùàäè). Íàïðèìåð, ïëîñêèå
ôèãóðû ABCD è EGCD ñ îñíîâàíèåì CD ðàâíîâåëèêè
(ðèñ. 1).

Òåîðåìà 2. Òðåóãîëüíèêè, ðàçìåùåííûå ìåæäó äâóìÿ
ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè è èìåþùèå ðàâíûå îñíîâàíèÿ,
ðàâíîâåëèêè. Íàïðèìåð, òðåóãîëüíèêè ACD è GCD ñ
îáùèì îñíîâàíèåì CD ðàâíîâåëèêè (ðèñ. 2).

Òåîðåìà 3. ×åòûðåõóãîëüíèêè, ðàçìåùåííûå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè è èìåþùèå ðàâíûå îñíîâàíèÿ, ðàâíîâåëèêè. Íàïðèìåð, ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêè ABCD è GEHF (ðèñ. 3).

Àâèöåííà
(980–1037)

 9. Íàéäèòå ïëîùàäü ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, â êîòîðîé îñíîâàíèÿ
ðàâíû 8 è 12, à äèàãîíàëè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.
A) 100; Á) 64; Â) 144; Ã) 76.

10. Âûñîòà òðàïåöèè ðàâíà 6 cm, à ïëîùàäü 30 cm2.  ×åìó  ðàâíà  åå
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ?
A) 2,5 cm; Á) 5 cm; Â) 7,5 cm; Ã) 4,5 cm.

Èñò î ð è÷ å ñ ê è å  ñ â å ä å í è ÿ

Èçó÷àåì àíãëèéñêèé ÿçûê!

Êâàäðàòíûé êîðåíü – square root Ôîðìóëà Ãåðîíà – formula of
Òðåóãîëüíèê – triangle Heron
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ – midline Ïëîùàäü – area

G E B A

F H C D3

G A

D C2

G E B A
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§ 10. ÓÃËÛ Â ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÈ

1. Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ îá îêðóæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Îêðóæíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà,
êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàâíîóäàëåííûõ îò
äàííîé òî÷êè

Äàííàÿ òî÷êà O íàçûâàåòñÿ öåíòðîì îê-
ðóæíîñòè, à äàííîå ðàñññòîÿíèå – ðàäèóñîì
îêðóæíîñòè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ðàäèóñîì îêðóæ-
íîñòè íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæ-
íîñòè äî ëþáîé åå òî÷êè.

Òàêèì îáðàçîì, îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â
òî÷êå O è ðàäèóñîì R ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ ôèãóðó, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ òî÷åê
ïëîñêîñòè, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî òî÷êè
O ðàâíî R.

Îáû÷íî, îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O è ðà-
äèóñîì R îáîçíà÷àþò òàê: (O, R) (ðèñ. 1, a).

Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ïðîèçâîëüíûå äâå
òî÷êè îêðóæíîñòè, íàçûâàåòñÿ õîðäîé. Õîðäà,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð, íàçûâàåòñÿ äèàìåò-
ðîì.

Íà ðèñ. 1, á èçîáðàæåíû äâå õîðäû îêðóæ-
íîñòè, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ åå äèàìåòðîì:
OE – ðàäèóñ, CD – õîðäà, AB – äèàìåòð.

Îáû÷íî äèàìåòð îáîçíà÷àþò áóêâîé d.
Î÷åâèäíî, ÷òî äèàìåòð âäâîå áîëüøå ðàäèóñà,

òî åñòü d = 2R.
2. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è îêðóæíîñòè.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìîé è îêðóæ-

íîñòè. ßñíî, ÷òî åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè, òî îíà
ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â äâóõ òî÷êàõ – êîíöàõ äèàìåòðà, ëåæàùåãî íà
ýòîé ïðÿìîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåòèòü íà âîïðîñ, ñêîëüêî îáùèõ òî-

ÃËÀÂÀ  V
Î Ê Ð Ó Æ Í Î Ñ Ò Ü

CD – õîðäà, OE –
ðàäèóñ, AB – äèàìåòð

C D

A

BO

E

á

1

O

A

R

Îêðóæíîñòü (O, R) ñ
öåíòðîì O è ðàäèó-
ñîì R a

55. ÂÇÀÈÌÍÎÅ ÐÀÑÏÎËÎÆÅÍÈÅ ÏÐßÌÎÉ È ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÈ.
ÊÀÑÀÒÅËÜÍÀß Ê ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÈ È ÅÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
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÷åê èìåþò ïðÿìàÿ l è îêðóæíîñòü (O, R), íóæíî ñðàâíèòü ðàäèóñ R
ñ ðàññòîÿíèåì  d  îò òî÷êè O äî ïðÿìîé l.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè äî ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ äëèíà
ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç ýòîé òî÷êè íà ïðÿìóþ.

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ: 1) d > R; 2) d = R; 3) d < R.

Ñëó÷àé 1.  Åñëè ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî ïðÿìîé
áîëüøå ðàäèóñà îêðóæíîñòè,  òî ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü íå èìåþò îá-
ùèõ òî÷åê.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè d > R (ðèñ. 2, a), òî â ýòîì ñëó÷àå OA > R, äëÿ
ëþáîé äðóãîé òî÷êè B ïðÿìîé  l OB áóäåò áîëüøå ïåðïåíäèêóëÿðà OA
è, ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøå R. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ l è îêðóæíîñòü íå èìåþò
îáùèõ òî÷åê.

Ñëó÷àé 2.  Åñëè ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî ïðÿìîé
ðàâíî  ðàäèóñó  îêðóæíîñòè,  òî  ýòà  ïðÿìàÿ  è  îêðóæíîñòü  èìåþò
òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè d = R (ðèñ. 2, á), òî òî÷êà A ïðÿìîé l, ïî
óñëîâèþ íàõîäÿùàÿñÿ îò öåíòðà îêðóæíîñòè O íà ðàññòîÿíèè, ðàâíîìó
ðàäèóñó, ïðèíàäëåæèò îêðóæíîñòè, ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà ýòîé ïðÿìîé
óäàëåíà îò öåíòðà îêðóæíîñòè íà ðàññòîÿíèå, áîëüøå ðàäèóñà, ñëåäî-
âàòåëüíî, ê îêðóæíîñòè íå ïðèíàäëåæèò. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ l è îêðóæ-
íîñòü èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó A.

Ñëó÷àé 3.  Åñëè ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî ïðÿìîé
ìåíüøå ðàäèóñà îêðóæíîñòè (d < R), òî ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü ïåðå-
ñåêàþòñÿ, òî åñòü èìåþò äâå îáùèå òî÷êè.

×àñòü ïðÿìîé, íàõîäÿùàÿñÿ âíóòðè îêóæíîñòè, ïðåäñòàâëÿåò õîðäó
îêðóæíîñòè (ðèñ. 2, â). Â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ l íàçûâàåòñÿ ñåêóùåé ïî
îòíîøåíèþ ê îêðóæíîñòè. Äëèíó õîðäû AB ìîæíî âû÷èñëèòü ÷åðåç
ðàäèóñ îêðóæíîñòè è ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî ïðÿìîé ïî

ôîðìóëå: 2 22AB R d= - .

Äîêàæèòå ýòî ðàâåíñòâî ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Ò å î ð å ì à  1 .

Ò å î ð å ì à  2 .

Âûâîä. Îêðóæíîñòü è ïðÿìàÿ ìîãóò íå  èìåòü îáùèõ òî÷åê,  èìåòü
îäíó èëè äâå îáùèå òî÷êè.

2. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ ñ îêðóæíîñòüþ òîëüêî îäíó
îáùóþ òî÷êó, íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ýòîé îêðóæíîñòè, à èõ
îáùàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ ïðÿìîé è îêðóæíîñòè.

Íà ðèñ. 2, á ïðÿìàÿ l – êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O, A –
òî÷êà êàñàíèÿ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ïðÿìîé l.

Äîêàæåì òåîðåìó î ñâîéñòâå êàñàòåëüíîé.

Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó, ïðîâåäåí-
íîìó ê òî÷êå êàñàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l – êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O,
A – òî÷êà êàñàíèÿ (ñì. ðèñ 3). Äîêàæåì, ÷òî êàñàòåëüíàÿ l ïåðïåí-
äèêóëÿðíà ê ðàäèóñó R = OA. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîé äðóãîé òî÷êè A1 íà ïðÿìîé l íàêëîííàÿ OA1 áóäåò áîëüøå
ïåðïåíäèêóëÿðà OA è, ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøå R. Òàêèì îáðàçîì,
ðàññòîÿíèå îò ëþáîé òî÷êè ïðÿìîé l, îòëè÷íîé îò A,  äî  öåíòðà
O áîëüøå R, ò.å. OA1> OA. Çíà÷èò, OA – êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè O äî ïðÿìîé l. Ñëåäîâàòåëüíî, OA ^ l. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåîðåìó, îáðàòíóþ ïðåäûäóùåé (ïðèçíàê êàñàòåëüíîé).

Åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç êîíåö ðàäèóñà, ëåæàùèé íà îêðóæ-
íîñòè, è ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîìó ðàäèóñó, òî îíà ÿâëÿåòñÿ êàñà-
òåëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè O äî
ïðÿìîé l ðàâíî ðàäèóñó R îêðóæíîñòè (d = OA = R) (ñì. ðèñ. 2, á), òî
òî÷êà A ëåæèò íà îêðóæíîñòè è, çíà÷èò, îíà ÿâëÿåòñÿ îáùåé òî÷êîé
ïðÿìîé è îêðóæíîñòè. Ëþáàÿ òî÷êà (B) ïðÿìîé l, îòëè÷íàÿ îò òî÷êè A,
ëåæèò  âíå  îêðóæíîñòè,  òàê  êàê  äëèíà  îòðåçêà  (OB) áîëüøå äëèíû
ðàäèóñà OA, è ïîýòîìó íå ëåæèò íà äàííîé îêðóæíîñòè. OA ^ l ïî
óñëîâèþ. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðÿìàÿ l ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæ-
íîñòè. Tåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à. Êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ACB (ÐC = 90°)
ðàâíû AC = 3 cm è BC = 4  cm.  Ïðîâåäåíà  îê-
ðóæíîñòü (Ñ; R), R = 2,4 cm Êàêîâî âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé AB è ýòîé îêðóæíîñòè?

Ðåøåíèå. Â rACB (ÐC = 90°): AC = 3 cm,
BC = 4 cm. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

2 23 4 25 5AB = + = =  (cm).

Ïðîâîäèì CD ^ AB (ðèñ. 4). Ìîæíî âû-
÷èñëèòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà äâóìÿ ñïîñîáà-
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ìè, ò.å. âåðíî ðàâåíñòâî: CA · CB = AB · CD. Îòñþäà ÑD = CA · ÑB : AB =
= 3 · 4 : 5 = 2,4 (cm). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ AB êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè,
òàê êàê ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî ïðÿìîé AB ðàâíî ðàäèóñó.

Îòâåò: AB – êàñàòåëüíàÿ.

?

A
B

O B

C D

A

5 7

D
O

R

C

A

B
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Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

 1. 1) Êàêàÿ ôèãóðà íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòüþ? ×òî íàçûâàåòñÿ:
à) öåíòðîì îêðóæíîñòè; á) ðàäèóñîì îêðóæíîñòè?
2) ×òî íàçûâàåòñÿ: à) õîðäîé; á) äèàìåòðîì îêðóæíîñòè?
3) Êàêàÿ  ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè?
4) Êàêîå ñâîéñòâî è ïðèçíàê êàñàòåëüíîé âû çíàåòå?

 2. Ïóñòü d – ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì R äî ïðÿìîé
l. Êàêîâî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé l è îêðóæíîñòè. åñëè:
1) R = 8 cm, d = 6 cm; 2) R = 10 cm, d = 8,4 cm; 3) R = 14,4 dm,
d = 7,4 dm; 4) R = 1,6 dm, d = 24 cm; 5) R = 4 cm, d = 40 mm?

 3. Äàíû êâàäðàò ABCD, ñòîðîíà êîòîðîãî ðàâíà 8 cm, è îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â òî÷êå A ðàäèóñà 7 ñm. Êàêèå èç ïðÿìûõ AB, BC, CD è
BD ÿâëÿþòñÿ ñåêóùèìè ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé îêðóæíîñòè?

 4. Ïðÿìàÿ AB êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O ðàäèóñà R. Íàéäèòå
OB, åñëè AB = 24 cm, à ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí 7 cm (ðèñ. 5).

 5. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ACB (ÐC = 90°) AB = 10 cm,
ÐABC = 30°. Ïðîâåäåíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå A. Êàêèì
áóäåò åå ðàäèóñ, åñëè: 1) ïðÿìàÿ BC êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè; 2) íå
èìååò ñ BC îáùèõ òî÷åê; 3) èìååò ñ ïðÿìîé BC äâå îáùèå òî÷êè?

 6. Åñëè ïðîâåñòè äâå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè èç òî÷êè âíå åå, òî
îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó ýòîé òî÷êîé è òî÷êàìè
êàñàíèÿ ðàâíû. Äîêàæèòå ýòî (ðèñ. 6).

 7. Êàêîâî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è îêðóæíîñòè, åñëè ðàäèóñ
îêðóæíîñòè ðàâåí 5 cm, à ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî
ïðÿìîé ðàâíî: 1) 6 cm; 2) 5 cm; 3) 4 cm?

 8. Äàí ïðÿìîóãîëüíèê ABCD, ãäå AB = 16 cm, AD = 12 cm (ðèñ. 7).
Êàêàÿ èç ïðÿìûõ AC, BC, CD è BD ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì A è ðàäèóñîì 12 cm?
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Òå î ð åì à .

1. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ îêðóæíîñòåé.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé.
1) Äâå îêðóæíîñòè ìîãóò íå èìåòü îáùèõ òî÷åê (ðèñ. 1). Ïðè ýòîì

îíè  íàõîäÿòñÿ âíå äðóã äðóãà (ðèñ. 1, à) èëè îäíà âíóòðè äðóãîé
(ðèñ. 1, á).

2) Äâå îêðóæíîñòè ìîãóò
èìåòü îäíó îáùóþ òî÷êó
(ðèñ.2). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,
÷òî îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ.
Ïðè÷åì îêðóæíîñòè ìîãóò êà-
ñàòüñÿ âíåøíèì îáðàçîì
(ðèñ. 2, à) èëè âíóòðåííèì
îáðàçîì (ðèñ. 2, á).

3) Äâå îêðóæíîñòè ìîãóò
èìåòü äâå îáùèå òî÷êè
(ðèñ. 3). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,
÷òî îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ.

Îêðóæíîñòè, èìåþùèå îá-
ùèé öåíòð, íàçûâàþòñÿ êîí-
öåíòðè÷åñêèìè (ðèñ. 4).

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
äâóõ îêðóæíîñòåé çàâèñèò îò èõ ðàäèóñîâ è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè.

Åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè äâóõ îêðóæíîñòåé áîëüøå ñóììû
èõ ðàäèóñîâ èëè ìåíüøå èõ ðàçíîñòè, òî ýòè îêðóæíîñòè íå èìåþò
îáùèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíû äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ
O1, O2 è ðàäèóñàìè ñîîòâåòñòâåííî R1, R2 (d = R1 + R2 < O1O2) (ðèñ. 5).
Ðàññìîòðèì òî÷êó A íà ïåðâîé îêðóæíîñòè, O1A = R1. Òîãäà
O2A ³ O1O2 - O1A > R1 + R2 - R1 = R2, è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà A íå ïðè-
íàäëåæèò âòîðîé îêðóæíîñòè. Çíà÷èò, ýòè îêðóæíîñòè íå èìåþò
îáùèõ òî÷åê.

O1
O2

d > R2

O1 O2
R1 R2

R2

R1

A53

O
1
= O

2

a á1

O1
O2

O1 O2

O1O2 = d > R1 + R2 d + R2 = R1

a á
O1O2 = d = R1 + R2 d = R1 – R2

2

O1
O2

O1
O2
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56. ÂÇÀÈÌÍÎÅ ÐÀÑÏÎËÎÆÅÍÈÅ ÄÂÓÕ ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÅÉ.
ÖÅÍÒÐÀËÜÍÛÉ ÓÃÎË È ÃÐÀÄÓÑÍÀß ÌÅÐÀ ÄÓÃÈ

ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÈ
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Ñàìîñòîÿòåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà äâå îêðóæíîñòè èìåþò:
à) îäíó îáùóþ òî÷êó; á) äâå îáùèå òî÷êè.

2. Öåíòðàëüíûé óãîë.

Îïðåäåëåíèå. Óãîë ñ âåðøèíîé â öåíòðå îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ
åå öåíòðàëüíûì óãëîì.

Ëó÷è OA è OB, èñõîäÿùèå èç öåíòðà
îêðóæíîñòè O, îïðåäåëÿþò äâà öåíòðàëüíûõ
óãëà, îäèí èç êîòîðûõ îãðàíè÷èâàåò âûïóê-
ëóþ îáëàñòü. Òî÷êè A è B ðàçáèâàþò îêðóæ-
íîñòü íà äâå äóãè. ×òîáû ðàçëè÷èòü ýòè äóãè,
íà êàæäîé èç íèõ îòìå÷àþò ïðîìåæóòî÷íóþ
òî÷êó, îòëè÷íóþ îò êîíöîâ, èëè äîáàâëÿþò â
îáîçíà÷åíèå äóãè ñòðî÷óþ áóêâó ëàòèíñêîãî
àëôàâèòà, íàïðèìåð, íàçûâàþò äóãà ACB
(èëè AnB) è äóãà ADB (èëè ApB) (ðèñ. 6). Ýòè
äóãè îáîçíà÷àþò òàê: ÈACB (èëè ÈAnB)  è
ÈADB (èëè ÈApB). Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå áåç ïðîìå-
æóòî÷íîé òî÷êè: ÈAB (êîãäà ÿñíî, î êàêîé èç äâóõ äóã èäåò ðå÷ü).

Äóãà íàçûâàåòñÿ ïîëóîêðóæíîñòüþ, åñëè îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé åå
êîíöû, ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì îêðóæíîñòè. Íà ðèñóíêå 7, á  èçîáðàæåíû
äâå ïîëóîêðóæíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ âûäåëåíà æèðíîé ëèíèåé.

3. Ãðàäóñíàÿ ìåðà äóãè.

Îïðåäåëåíèå. Óãëîâîé âåëè÷èíîé äóãè îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ óã-
ëîâàÿ âåëè÷èíà ñîîòâåòñòâóþùåãî åé öåíòðàëüíîãî óãëà ýòîé
îêðóæíîñòè.

Äóãó îêðóæíîñòè ìîæíî èçìåðÿòü â ãðàäóñàõ. Åñëè  äóãà  AÑB  îê-
ðóæíîñòè ñ öåíòðîì O ìåíüøå ïîëóîêðóæíîñòè èëè ÿâëÿåòñÿ ïîëó-
îêðóæíîñòüþ, òî åå ãðàäóñíàÿ ìåðà ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé ãðàäóñíîé ìåðå
öåíòðàëüíîãî óãëà AOB (ðèñ. 7, a, á ). Åñëè æå äóãà AÑB áîëüøå ïî-
ëóîêðóæíîñòè, òî åå ãðàäóñíàÿ ìåðà ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé 360° – FAOB
(ðèñ.7, â).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ãðàäóñíûõ ìåð äâóõ äóã îêðóæíîñòè ñ îá-
ùèìè êîíöàìè ðàâíà 360°.  Ïî îïðåäåëåíèþ, äâà ïëîñêèõ óãëà ðàâíû
òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû èõ óãëîâûå âåëè÷èíû.

Çàäà÷à. Òî÷êà O – öåíòð îêðóæíîñòè, ÐAOB = 115°, ÈBC = ÈAB
(ðèñ. 8). Íàéäèòå ãðàäóñíóþ ìåðó óãëà AOC.

Ðåøåíèå. Óãîë AOB ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì óãëîì îêðóæíîñòè,
à äóãà AB ìåíüøå ïîëóîêðóæíîñòè, ïîýòîìó »AB = FAOB = 115°. Ïî
óñëîâèþ çàäà÷è »BC = »AB, è çíà÷èò, ãðàäóñíàÿ ìåðà äóãè BC ðàâíà
115°. »ABC = »AB + »BC = 230° > 180°, ò.å. äóãà ABC áîëüøå ïîëóîê-
ðóæíîñòè, ïîýòîìó FAOC = 360° - »ABC = 360° - 230° = 130°.

Î ò â å ò :  FAOC = 130°.

 1. 1) Â êàêîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè?
2) Êàêèå îêðóæíîñòè íàçûâàþòñÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè?
3) Êàêîé óãîë íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì óãëîì îêðóæíîñòè?
4) Êàê îáîçíà÷àåòñÿ äóãà îêðóæíîñòè?
5) ×òî òàêîå óãëîâàÿ âåëè÷èíà äóãè?

 2. Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè äâóõ îêðóæíîñòåé ðàâíî 2 cm. Êàê
ðàñïîëîæåíû ýòè îêðóæíîñòè ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó, åñëè èõ
ðàäèóñû ðàâíû: 1) 3 cm è 5 cm; 2) 2 cm è 5 cm?

 3. ×åìó ðàâíî ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè äâóõ îêðóæíîñòåé, ðà-
äèóñû êîòîðûõ ðàâíû 4 cm è 6 cm, åñëè îêðóæíîñòè: 1) êàñàþòñÿ
âíåøíå;  2) êàñàþòñÿ âíóòðåííå?

 4. Íà ñêîëüêî äóã è öåíòðàëüíûõ óãëîâ ðàçáèâàþò äàííóþ îêðóæ-
íîñòü äâå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè?

 5. Èç îäíîé òî÷êè  îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äâå õîðäû, ðàâíûå ðàäèóñó
îêðóæíîñòè. Íàéäèòå óãîë ìåæäó íèìè.

 6. Äóãà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåíòðàëüíîìó óãëó, ñîñòàâëÿåò: 1) 
2
5
; 2) 

4
15

;

3)
7
12

; 4) 
5
9 ; 5) 

13
18

; 6) 
17
20

; 7) 
23
30

 ÷àñòè îêðóæíîñòè. Íàéäèòå ýòîò
öåíòðàëüíûé óãîë.

 7. Îêðóæíîñòü ðàçäåëåíà äâóìÿ òî÷êàìè íà äâå äóãè. Íàéäèòå èõ
óãëîâûå âåëè÷èíû, åñëè: 1) óãëîâàÿ âåëè÷èíà îäíîé èç íèõ íà 40°
áîëüøå äðóãîé; 2) èõ óãëîâûå âåëè÷èíû îòíîñÿòñÿ êàê 2 : 7.

 8. Òî÷êè A, B, C ëåæàò  íà  îêðóæíîñòè  ñ  öåíòðîì  O. Íàéäèòå óãîë
AOC, åñëè ÈABC = 70°.

 9. Íàéäèòå ãðàäóñíóþ ìåðó öåíòðàëüíûõ óãëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

äóãå AB, ðàâíîé: 1) 
1
5
; 2) 

1
6
; 3) 

1
9
; 4) 

1
10

; 5) 
1
12

 ÷àñòè îêðóæíîñòè.
Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ çàïèøèòå óãëîâóþ âåëè÷èíó äóãè AB.

10. Íàéäèòå äèàìåòð îêðóæíîñòè, åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè:
1) 7,8 cm;  2) 10,5 cm; 3) 0,8 dm.

?
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Òå î ð åì à .

 57. ÓÃÎË, ÂÏÈÑÀÍÍÛÉ Â ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÜ

O

A

n

C

B
B

A

B B

1

2

C D D

O O O

A C A

C

a) á) â)

1 2

Îïðåäåëåíèå. Óãîë, âåðøèíà êîòîðîãî ëåæèò íà îêðóæíîñòè, à
ñòîðîíû ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü, íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì óãëîì.

Íà ðèñ. 1 óãîë ABC âïèñàííûé, äóãà AnC ðàñïîëîæåíà âíóòðè
ýòîãî óãëà. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî âïèñàííûé óãîë ABC îïèðàåòñÿ
íà äóãó AnC.

Âïèñàííûé óãîë èçìåðÿåòñÿ ïîëîâèíîé äóãè, íà êîòîðóþ îí
îïèðàåòñÿ:

ÐABC =
1
2

ÈAC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü FABC – âïèñàííûé óãîë îêðóæíîñòè
ñ öåíòðîì O, îïèðàþùèéñÿ íà äóãó AC (ðèñ. 2). Ðàññìîòðèì òðè âîç-
ìîæíûõ ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ ëó÷à BO îòíîñèòåëüíî óãëà ABC.

Ñëó÷àé 1. Îäíà èç ñòîðîí âïèñàííîãî óãëà, íàïðèìåð BC,  ïðîõîäèò
÷åðåç öåíòð O îêðóæíîñòè (ðèñ. 2, a). Ïðîâåäåì ðàäèóñ OA è ðàñ-
ñìîòðèì öåíòðàëüíûé óãîë AOC. Óãîë AOC –  âíåøíèé  óãîë  òðå-
óãîëüíèêà BOA. Ïîýòîìó ÐAOC = ÐOBA + ÐOAB (ïî ñâîéñòó âíåø-
íåãî óãëà òðåóãîëüíèêà). Íî ÐOBA = ÐOAB, òàê êàê òðåóãîëüíèê
AOB – ðàâíîáåäðåííûé (OA = OB = R). À ïîñêîëüêó óãëû OBA è OAB
ðàâíû êàê óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, òî
ÐAOC = 2ÐABC (1). Íî óãîë AOC öåíòðàëüíûé, åãî âåëè÷èíà ðàâíà
óãëîâîé âåëè÷èíå äóãè AC, ïðèíàäëåæàùèé ýòîìó óãëó (òåìà 56).
Â ýòîì ñëó÷àå äóãà AC ìåíüøå ïîëóîêðóæíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ñâîéñòâó öåíòðàëüíîãî óãëà:

ÐAOC = ÈAC.                                  (2).

Èç ðàâåíñòâ (1) è (2), èìååì: 2ÐABC = ÈAC, ò.å. ÐABC =
1
2

ÈAC.

Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëó÷àé 2. Öåíòð îêðóæíîñòè O ëåæèò âíóòðè âïèñàííîãî óãëà ABC.

Ïðîâåäåì ëó÷ BO, êîòîðûé ïåðåñåêàåò äóãó AC â íåêîòîðîé òî÷êå D
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(ðèñ. 2, á). Òî÷êà  D ðàçäåëÿåò äóãó AC íà äâå äóãè: »AD è »DC. Ïî

äîêàçàííîìó (ñëó÷àé 1): ÐABD =
1
2

ÈAD è ÐDBC =
1
2

ÈDC. Ñêëàäûâàÿ
ýòè ðàâåíñòâà ïî÷ëåííî, ïîëó÷àåì:

1 1 1 1
2 2 2 2

( ) .ABC ABD DBC AD DC AD DC ACÐ = Ð + Ð = È + È = È + È = È

Ñëó÷àé 3. Öåíòð  îêðóæíîñòè   O  ëåæèò  âíå  âïèñàííîãî  óãëà  ABC.
Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, ïîëüçóÿñü ðèñ. 2, â , ïðîâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî ñàìîñ-
òîÿòåëüíî.

Ñëåäñòâèå 1.  Âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà îäíó è òó æå äóãó,
ðàâíû (ðèñ 3, a):

ÐB = ÐB1 = ÐB2 = ... =
1
2 È AC.

Ñëåäñòâèå 2. Âïèñàííûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà äèàìåòð (ïîëóîêðóæ-
íîñòü), – ïðÿìîé (ðèñ. 3, á):

ÐB = ÐB1 = ÐB2 = ... = 90°.
Çàäà÷à.  Â îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà õîðäà, ðàâíàÿ ðàäèóñó. Ïîä êà-

êèì óãëîì âèäíà ýòà õîðäà èç: 1) öåíòðà îêðóæíîñòè; 2) ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè îêðóæíîñòè, îòëè÷íîé îò êîíöîâ äàííîé õîðäû?

Ð å ø å í è å .  Ïóñòü  AB – õîðäà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O,
ðàâíàÿ ðàäèóñó (ðèñ. 4). Òîãäà òðåóãîëüíèê AOB – ðàâíîñòîðîííèé, è,
ñëåäîâàòåëüíî, öåíòðàëüíûé óãîë (óãîë, ïîä êîòîðûì âèäíà õîðäà AB
èç öåíòðà îêðóæíîñòè) ðàâåí 60°. Äëÿ ïðîçâîëüíîé òî÷êè Ñ îê-
ðóæíîñòè, îòëè÷íîé îò A è B, âïèñàííûé óãîë ACB (óãîë, ïîä
êîòîðûì âèäíà õîðäà AB èç òî÷êè Ñ) ðàâåí ïîëîâèíå öåíòðàëüíîãî,
ò.å. ðàâåí 30°.

Îòâåò: 1) 60°; 2) 30°.

 1. 1) Êàêîé óãîë íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì óãëîì â îêðóæíîñòü?
2) ×åì èçìåðÿåòñÿ âïèñàííûé óãîë?
3) ×åìó ðàâåí âïèñàííûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà ïîëóîêðóæíîñòü??

B

B1 B2

O
O

B
B1

B2

A C

CA

a) á) B

O

C

A

3 4
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 2. (Óñòíî.) Âïèñàííûé óãîë ðàâåí 25°. Îïðåäåëèòå âåëè÷èíó äóãè, íà
êîòîðóþ îí îïèðàåòñÿ.

 3. AB è BC – õîðäû îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O, ÐABC = 30°. Íàéäèòå
äëèíó õîðäû AC, åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè 10 cm.

 4. 1)  Íà  ðèñóíêå  5  òî÷êà  O – öåíòð îêðóæíîñòè, ÐAOB = 88°.
Íàéäèòå ÐACB. Çàïîëíèòå ïðîïóñêè.
Ðåøåíèå. Óãîë AOB ÿâëÿåòñÿ ... óãëîì äàííîé îêðóæíîñòè è ðàâåí
...°, ñëåäîâàòåëüíî, ÈADB = ...°. Óãîë ACB ÿâëÿåòñÿ ...   è îïèðàåòñÿ

íà äóãó... , ïîýòîìó ÐACB =
1
2

È ... = ...°.

Îòâåò: ÐACB = ...°.
2) Íà ðèñóíêå 6 ÈCAB = 130°. Íàéäèòå ÐCAB.
Ðåøåíèå. Óãîë CAB ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì óãëîì îêðóæíîñòè è
îïèðàåòñÿ íà äóãó ÈCDB. Îòêóäà: ÈCDB = 360° – ÈCAB =

= 360° – 130° = 230°, ÐCAB = 
1
2

ÈCDB =
1
2
· 230° = 115°.

Îòâåò: ÐCAB = 115°.
3) Íà ðèñóíêå 7 ÐAPE = 46°, ÐBCE = 34°. Íàéäèòå ÐAEP.
Ðåøåíèå. Âïèñàííûå óãëû PAB è BCP ... íà îäíó è òó æå ... BP,
ñëåäîâàòåëüíî, ÐPAB = Ð... = ... . Èç òðåóãîëüíèêà AEP ïîëó÷èì:

ÐAEP = 180° – (Ð... + Ð...) = 180° – (... + ...) = ... .
Îòâåò: ÐAEP = ... .

 5. Òî÷êè A, B, C ðàñïîëîæåííûå íà îêðóæíîñòè, äåëÿò ýòó îêðóæ-
íîñòü íà òðè äóãè, ãðàäóñíûå ìåðû êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ êàê 3 : 5 : 7.
Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà ABC.

 6. Õîðäà äåëèò îêðóæíîñòü íà äâå ÷àñòè, ãðàäóñíûå âåëè÷èíû êîòî-
ðûõ îòíîñÿòñÿ êàê: 1) 5 : 4; 2) 7 : 3. Ïîä êàêèì óãëîì âèäíà ýòà
õîðäà èç ëþáîé òî÷êè îêðóæíîñòè?

 7. Ïðîâåäåíû äèàìåòð AB è õîðäà AC. Íàéäèòå óãîë BAC, åñëè
ãðàäóñíûå ìåðû äóã AC è CB îòíîñÿòñÿ êàê 7 : 2.

 8. AB è BC – õîðäû îêðóæíîñòè, ÐBAC = 70°, ÈAB = 120°. Íàéäèòå
ãðàäóñíóþ ìåðó äóãè AC.

C

O

A B

88°

A

C B
O

D D

P

A

B C

E

46°

34°

5 6 7
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Ò å î ð å ì à  1 .

1. Óãîë, îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé è õîðäîé.

Óãîë, îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé è õîðäîé, èñõîäÿùåé èç òî÷êè
êàñàíèÿ, èçìåðÿåòñÿ ïîëîâèíîé äóãè, îòñåêàåìîé ýòîé õîðäîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü AB êàñàòåëüíàÿ, BC õîðäà. Äîêàæåì, ÷òî

ÐABÑ =
1
2

ÈBmC (ðèñ. 1). Äëÿ ýòîãî, ïðîâåäåì ÷åðåç âåðøèíó Ñ

CD || AB, çíà÷èò, ÐABC = ÐBCD (êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå

óãëû). Òàê êàê ÐÑ =
1
2

ÈBnD è CD || AB, òî ïîëó÷èì ÈBnD = ÈBmC è

ÐB = ÐÑ =
1
2

ÈBnD =
1
2

ÈBmC.

Çàäà÷à 1. Õîðäà AB ñòÿãèâàåò äóãó îêðóæíîñòè â 56°. Íàéäèòå
óãëû, êîòîðûå îáðàçóåò ýòà õîðäà ñ êàñàòåëüíûìè ê îêðóæíîñòè,
ïðîâåäåííûìè ÷åðåç åå êîíåö.

Äàíî: (O; R), AB – õîðäà  ÐAOB = 56° – öåíòðàëüíûé óãîë, ñòÿãè-
âàþùèé õîðäó AB, AC ^ OA, BC ^ OB   (ðèñ. 2).

Òðåáóåòñÿ íàéòè: ÐCAB, ÐCBA, ÐBAD, ÐABE.

Ðåøåíèå. Óãîë, îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé è õîðäîé ðàâåí
ÈAB = 56° (ñëó÷àé 1) èëè ÈAnB = 360° – 56° = 304° (ñëó÷àé 2).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì: â 1-îì ñëó÷àå ÐÑAD =
1
2

ÈAB =
1
2
•56° =

= 28°, à 2-îì ñëó÷àå  ÐBAD =
1
2

ÈAnB =
1
2
•304° = 152°.

Íàì èçâåñòíî, åñëè èç îäíîé òî÷êè ïðîâåäåíû äâå êàñàòåëüíûå ê
îêðóæíîñòè, òî îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, çàêëþ÷åííûå ìåæäó ýòîé òî÷êîé
è òî÷êàìè êàñàíèÿ, ðàâíû. Ïîýòîìó òðåóãîëüíèê ACB – ðàâíîáåä-
ðåííûé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÐCAB = ÐCBA = 28° è  ÐBAD = ÐABE = 152°.

Îòâåò: ÐCAB = ÐCBA = 28°,  ÐBAD = ÐABE = 152°.

A
B

m

n

O

C

D

1 D

O

A
C

B

E

3

A
O

B

56°

C

n

R

D

E

R

2

58. ÈÇÌÅÐÅÍÈÅ ÓÃËÎÂ, ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÍÛÕ
ÑÅÊÓÙÈÌÈ ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÈ
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Ò å î ð å ì à  3 .

Ò å î ð å ì à  2 .
2. Óãëû, îáðàçîâàííûå ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè.

Êàæäûé èç âåðòèêàëüíûõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ëþáûìè äâóìÿ
ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè, èçìåðÿåòñÿ ïîëóñóììîé äóã, íà êîòîðûå
îïèðàþòñÿ åãî ñòîðîíû è èõ ïðîäîëæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÐABC – îäèí èç äâóõ óãëîâ, îáðàçîâàííûé
ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè CD è AE  (ðèñ. 3). Äîêàæåì, ÷òî

1
(

2
)ABC AC DEÐ = È + È . Äëÿ ýòîãî, ñîåäèíèì òî÷êè  A è D, òîãäà óãîë

ABC ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì óãëîì òðåóãîëüíèêà rABD. Ñëåäîâàòåëüíî,

ÐABC = ÐADC + ÐDAE. Íî 
1
2

ADC ACÐ = È  è 
1
2

DAE DEÐ = È . Ïî-

ýòîìó ( )1 1 1
2 2 2

ABC AC DE AC DEÐ = È + È = È + È .

Àíàëîãè÷íî äîêàæèòå, ÷òî ( )1
2

ABD CBE AD ECÐ = Ð = È + È .

Çàäà÷à 2. Ïóñòü AB è CD – õîðäû îäíîé
îêðóæíîñòè, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P.
Íàéäèòå óãîë CBP, åñëè óãîë BPD â  4  ðàçà
áîëüøå óãëà BPC, à óãîë CDA íà 26° áîëüøå
óãëà BPC.

Äàíî: ÐBPD = 4ÐBPC, ÐCDA = ÐBPC + 26°
(ðèñ. 4).

Òðåáóåòñÿ íàéòè: ÐCBP.
Ðåøåíèå. ÐBPD + ÐBPC = 180°, 4ÐBPC +

+ ÐBPC = 180°, îòñþäà 5ÐBPC = 180° è íàêîíåö, ÐBPC = 36°.
ÐCDA = ÐBPC + 26° = 36° + 26° = 62°. ÐCBA = ÐCDA = 62°, òàê êàê

îíè ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè óãëàìè, îïèðàþùèåñÿ íà îäíó äóãó ÈAC.
Îòñþäà ÐCBP = ÐCBA = 62°.

Îòâåò: ÐCBP = 62°.
3. Óãîë, îáðàçîâàííûé äâóìÿ ñåêóùèìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ âíå

îêðóæíîñòè.

Óãîë  (ABC), îáðàçîâàííûé äâóìÿ ñåêó-
ùèìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ âíå îêðóæíîñòè,
èçìåðÿåòñÿ ïîëóðàçíîñòüþ äóã (AC è DE ),
çàêëþ÷åííûõ âíóòðè óãëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñåêóùèå BA è BC
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B. Äîêàæåì, ÷òî

( )1
2

B AC DEÐ = È - È . Äëÿ ýòîãî ñîåäèíèì

òî÷êè A è E (ðèñ. 5). Óãîë AEC – âíåøíèé ïî
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Ò å î ð å ì à  4 .

îòíîøåíèþ ê òðåóãîëüíèêó AEB. Çíà÷èò, ÐAEC = ÐB + ÐDAE, îòêóäà
ÐB = ÐAEC – DAE. Íî, ÐAEC = 0,5ÈAC è ÐDAE = 0,5ÈDE. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîëóðàçíîñòüþ ýòèõ äóã èçìåðÿåòñÿ è äàííûé óãîë:

( )1 1 1
2 2 2

B AC DE AC DEÐ = È - È = È - È .

Çíà÷èò, ÷òî ( )1
2

B AC DEÐ = È - È . Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Ñâîéñòâà äâóõ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç îäíîé òî÷êè ê
îêðóæíîñòè.

Óãîë, îáðàçîâàííûé äâóìÿ êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè èç îäíîé
òî÷êè  ê  îêðóæíîñòè  ðàâåí  ðàçíîñòè  180°  è  ìåíüøåé  èç  äóã
çàêëþ÷åííûõ ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êàñàòåëüíûå BC
è BA ê  îêðóæíîñòè  ñ  öåíòðîì  â  òî÷êå  O,
ïðîâåäåííûå èç òî÷êè B è êàñàþùèåñÿ
îêðóæíîñòè â òî÷êàõ C è A, è BD áèñ-
ñåêòðèñà óãëà ABC. Äîêàæåì, ÷òî AB = CB,
è öåíòð O ëåæèò íà BD, è ÐB = 180° – ÈAC
(ðèñ. 6).

Ïðîâåäåì ðàäèóñû OA è OC, òàê êàê
OA ^ BA è OC^BC, òî rAOB è rCOB –
ïðÿìîóãîëüíûå, è îíè ðàâíû rAOB =
= rCOB, òàê êàê èìåþò îáùóþ ãèïîòåíóçó
BO, è ðàâíûå êàòåòû OA = OC = R. Èç
ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ, ñëåäóåò AB = BC.
Òàê êàê OC = OA = R è OA ^ BA, AB = BC è
OC ^ BC, òî ñëåäóåò, ÷òî öåíòð O ëåæèò íà
áèññåêòðèñå BD. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû î
ñâîéñòâå èçìåðåíèÿ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ

äâóìÿ ñåêóùèìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ âíå îêðóæíîñòè, èìååì:
ÐB = 0,5(ÈADC – ÈAC) = 0,5(360° – ÈAC – ÈCA) = 180° – ÈAC,

çíà÷èò, ÐB = 180° – ÈAC.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàäà÷à 3. Îêðóæíîñòü ðàçäåëåíà òî÷êàìè A, B è C íà äóãè,

ãðàäóñíûå âåëè÷èíû êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ êàê 11 : 3 : 4. ×åðåç òî÷êè A, B
è C ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå äî èõ âçàèìíîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Íàéäèòå
óãëû îáðàçîâàâøåãîñÿ òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. 1) ÈBnC : ÈCD : ÈDB = 11 : 3 : 4.  Ïóñòü   AKL – òðåóãîëü-
íèê îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè ÷åðåç òî÷êè êàñàíèÿ
äî èõ âçàèìíîãî ïåðåñå÷åíèÿ (ðèñ. 7). Íàõîäèì óãëû A, AKL è ALK:

360
11 3 4

11 220BnC °
+ +

È = × = ° ;    360
11 3 4

3 60CD °
+ +

È = × = ° ;
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360
11 3 4

4 80DB °
+ +

È = × = ° ;

ÈCDB = ÈCD + ÈDB = 60° + 80° = 140°;
FA = 180° – ÈCDB = 180° – 140° = 40°,
FBKD = 180° – ÈDB = 180° – 80° = 100°,
FAKL = 180° – FBKD = 180° – 100° = 80°,
FALK = 180° – (FA + FAKL) = 180° – (40° + 80°) = 180° – 120° = 60°.
Îòâåò: ÐA = 40°, ÐAKL = 80°, ÐALK = 60°.

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ

 1. 1) Êàê èçìåðÿåòñÿ óãîë: ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé; ìåæäó äâóìÿ
ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè; îáðàçîâàííûé äâóìÿ ñåêóùèìè, ïå-
ðåñåêàþùèìèñÿ âíå îêðóæíîñòè?
2) Êàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò äâå êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå èç
îäíîé òî÷êè?

 2. Íàéäèòå óãîë, îáðàçîâàííûé õîðäîé AB, äëèíà êîòîðîé ðàâíà
ðàäèóñó îêðóæíîñòè, è êàñàòåëüíîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A?

 3. Îäèí èç óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè, ðàâåí
70°. Íàéäèòå ñóììó óãëîâ, ñìåæíûõ äàííîìó.

4. Ïî äàííûì ðèñ. 8 íàéäèòå âåëè÷èíó íåèçâåñòíîãî óãëà x.
 5. Óãîë ìåæäó äâóìÿ ðàäèóñàìè ðàâåí 150°. Íàéäèòå óãîë ìåæäó

êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè ÷åðåç êîíöû ýòèõ ðàäèóñîâ
 6. Êàñàòåëüíûå BA è BC, ïðîâåäåííûå ê îêðóæíîñòè èç òî÷êè B, òî÷-

êàìè êàñàíèÿ äåëÿò îêðóæíîñòü íà äóãè, îòíîñÿùèåñÿ êàê: 1) 5 : 4;
2) 12 : 6; 3) 9 : 6; 4) 13 : 7; 5) 2 : 3. Íàéäèòå âåëè÷èíó óãëà ABC .

 7. ×åðåç  êîíåö  õîðäû,  äåëÿùåé  îêðóæíîñòü  â  îòíîøåíèè:  1)  2 : 7;
2) 4 : 5 ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå. Íàéäèòå óãëû îáðàçîâàâøåãîñÿ
òðåóãîëüíèêà.

 8. Íàéäèòå óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè èç òî÷êè,
âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê îêðóæíîñòè, åñëè òî÷êè êàñàíèÿ äåëÿò
îêðóæíîñòü íà äâå äóãè, îòíîñÿùèåñÿ êàê:
1) 1 : 9;        2) 3 : 15;        3) 7 : 11;        4) 3 : 7.

 9. Óãîë ìåæäó äâóìÿ ðàäèóñàìè ðàâåí: 1) 52°; 2) 74°; 3) 104°. Íàéäèòå
óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè ÷åðåç êîíöû ýòèõ ðàäèóñîâ.
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Ò å î ð å ì à  2 .

Ò å î ð å ì à  1 .

Äèàìåòð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé õîðäå, äåëèò ýòó õîðäó è ñòÿãèâàåìóþ
åþ äóãó ïîïîëàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà îêðóæíîñòü
ñ öåíòðîì O è ðàäèóñîì R, äèàìåòð CD ïåðïåí-
äèêóëÿðåí õîðäå AB, P – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ CD è
AB (ðèñ. 1). Äîêàæåì, ÷òî AP = PB è ÈAD = ÈDB.

Â ñëó÷àå, êîãäà õîðäà AB ñàìà ÿâëÿåòñÿ äèà-
ìåòðîì, òî÷êà P ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì O è óòâåðæ-
äåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî. Ïóñòü õîðäà AB íå
ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì. Ïðîâåäåì ðàäèóñû OA è OB.
Òðåóãîëüíèê AOB –  ðàâíîáåäðåííûé,  òàê  êàê
OA = OB = R. Òàê êàê OP – âûñîòà, îïóùåííàÿ

íà îñíîâàíèå AB, òî îíà ïî ñâîéñòâó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà
ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé, ïðîâåäåííîé ê îñíîâàíèþ, è áèññåêòðèñîé óãëà
ïðè âåðøèíå O. Ñëåäîâàòåëüíî, äèàìåòð, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ñåðåäèíó
õîðäû, äåëèò õîðäó AB ïîïîëàì, ò.å. AP = PB. Òàê êàê OP – áèñ-
ñåêòðèñà óãëà AOB, òî ÐAOP = ÐBOP, ñëåäîâàòåëüíî, ÈAD = ÈDB.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Õîðäà îêðóæíîñòè íå ïðåâîñõîäèò åå äèàìåòðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåóãîëüíèê OPB – ïðÿìîóãîëüíûé (ñì. ðèñ. 1).
Òîãäà â ýòîì òðåóãîëüíèêå ðàäèóñ OB – ãèïîòåíóçà, PB –  êàòåò.  Íî
èçâåñòíî, ÷òî êàòåò íå áîëüøå ãèïîòåíóçû, ò.å. PB £ OB, ñëåäîâàòåëü-
íî, 2PB £ 2 · OB è 2PB = AB è 2OB = 2R = d. Çíà÷èò, AB £ d.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äèàìåòð ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó õîðäû, íå
ÿâëÿþùåéñÿ äèàìåòðîì, òî îí ïåðïåíäèêóëÿðåí ýòîé õîðäå.

Ñëåäñòâèå 2. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð õîðäû, ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì
îêðóæíîñòè.

Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ýòè óòâåðæäåíèÿ.
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äèàìåòð åñòü íàèáîëüøàÿ õîðäà îêðóæ-

íîñòè.
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?

Ðåøåíèå. Ïóñòü äàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì
R, AB – ïðîèçâîëüíàÿ õîðäà, îòëè÷íàÿ îò äèàìåòðà (ðèñ. 2). Ïðîâåäåì
îòðåçêè OA è OB. Â òðåóãîëüíèêå AOB ñòîðîíà AB ìåíüøå ñóììû
äâóõ äðóãèõ ñòîðîí, ò.å. AB < OA + OB = R + R = 2R. Ñëåäîâàòåëüíî,
õîðäà AB ìåíüøå äèàìåòðà.

Çàäà÷à 2. Òî÷êà A ðàñïîëîæåíà âíå îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì R è
óäàëåíà îò öåíòðà O ýòîé îêðóæíîñòè íà ðàññòîÿíèå d. ×åìó ðàâíî
íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî òî÷åê äàííîé îêðóæíîñòè?

Ðåøåíèå. Ïóñòü B – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ îòðåçêîì OA
(ðèñ. 3). Ïîêàæåì, ÷òî ðàññòîÿíèå AB ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì èç âñåõ
âîçìîæíûõ ðàññòîÿíèé îò  òî÷êè A äî òî÷åê îêðóæíîñòè. Äåéñòâèòåëü-
íî, äëÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè C îêðóæíîñòè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
AB + BO < AC + CO. Òàê êàê BO = CO = R, òî èç ýòîãî íåðàâåíñòâà
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî AB < AC. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî AO = d è BO = R,
ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìîå íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ðàâíî äëèíå îòðåçêà
AB, ò.å. ðàâíî d – R.

 1. 1) Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò äèàìåòð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé õîðäå?
2) Ìîæåò ëè õîðäà îêðóæíîñòè áûòü áîëüøå äèàìåòðà?
3) Ìîæåò ëè ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð õîðäû íå áûòü äèàìåòðîì?

 2. Íà÷åðòèòå îêðóæíîñòü è ïðîâåäèòå äâà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äðóã
äðóãó äèàìåòðà AB è CD. Íàéäèòå ãðàäóñíûå ìåðû äóã, íà êîòîðûå
äåëÿò îêðóæíîñòü òî÷êè A, B, Ñ è D.

 3. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî õîðäû, åñëè õîðäà
äëèíîé 8 cm ñòÿãèâàåò äóãó â 90°.

 4. Èç äàííîé òî÷êè îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äâå õîðäû, ðàâíûå
ðàäèóñó îêðóæíîñòè. Íàéäèòå óãîë ìåæäó íèìè.

 5. Èç äàííîé òî÷êè îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äèàìåòð è õîðäà, ðàâíàÿ
ðàäèóñó îêðóæíîñòè. Íàéäèòå óãîë ìåæäó íèìè (ðèñ. 4).

 6. Â îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äâå ïàðàëëåëüíûå õîðäû, ñòÿãèâàþùèå
äóãó â 90°. Äëèíà îäíîé èç íèõ 8 ñm. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó
õîðäàìè.

 7. Äîêàæèòå, ÷òî äâå õîðäû îêðóæíîñòè, êîòîðûå íå ïðîõîäÿò ÷åðåç
åå öåíòð, ïåðåñåêàÿñü, íå ìîãóò äåëèòüñÿ ïîïîëàì.

 8. Îò òî÷êè A îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äâå õîðäû AB è AC, äëèíû êî-
òîðûõ ðàâíû ðàäèóñó. Òî÷êè B è C ñîåäèíåíû îòðåçêîì. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî õîðäû BC, åñëè R = 12 ñm.

 9. Â îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äâå ïàðàëëåëüíûå õîðäû, ñòÿãèâàþùèå äóãó
â 90°. Äëèíà îäíîé èç íèõ 10 ñm. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó õîðäàìè.

10. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí 13 ñm. Ïðîâåäåíà õîðäà ýòîé îêðóæíîñòè,
ðàâíàÿ 10 ñm. Âû÷èñëèòå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî õîðäû.

11. Îòðåçîê AB – äèàìåòð îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O, AC è CB –  ðàâ-
íûå õîðäû ýòîé îêðóæíîñòè. Íàéäèòå óãîë COB.

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ
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ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÌÀÒÅÐÈÀË, ÐÀÇÂÈÂÀÞÙÈÉ
ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÎÌÏÅÍÒÅÍÖÈÈ

ÄÀËÜÍÎÑÒÜ ÃÎÐÈÇÎÍÒÀ
Çàäà÷à 1. (Îïîðíàÿ çàäà÷à.) Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò äëèíû îòðåçêà

êàñàòåëüíîé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äëèíû îòðåçêà ñåêóùåé íà äëèíó åå
âíåøíåé ÷àñòè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü èç òî÷êè B âíå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O ïðîâåäåíû
ñåêóùàÿ BE è, êàñàòåëüíûå BC è BD (ðèñ. 1).

Äîêàæåì, ÷òî 2BC BE BA= × . Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê BOC
(ÐC = 90°). Îòêóäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

  2 2 2BC BO OC= - .

Â ýòî ðàâåíñòâî ïîäñòàâèì ñëåäóþùèå îáîç-
íà÷åíèÿ BO = BA + AO = BA + R è OC = R, ïîëó-
÷åííîå ðàâåíñòâî óïðîñòèì:

2 2 2 2 2 2 2( ) 2BC BA R R BC BA BA R R R= + - Þ = + × + - Þ
2 2 2

2

2 ( 2 )BC BA BA R BC BA BA R

BC BA BE

Þ = + × Þ = × + Þ

Þ = ×
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

1. Ïîíÿòèå î ãîðèçîíòå.
Íà ðîâíîì ïîëå âû âèäèòå ñåáÿ â öåíòðå îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ îãðà-

íè÷èâàåò äîñòóïíóþ âàøåìó ãëàçó çåìíóþ ïîâåðõíîñòü. Ýòî – ãîðèçîíò.
Ëèíèÿ ãîðèçîíòà íåóëîâèìà: êîãäà âû èäåòå ê íåé, îíà îò âàñ îòîä-
âèãàåòñÿ. Íî, íåäîñòóïíàÿ, îíà âñå æå ðåàëüíî ñóùåñòâóåò; ýòî íå îáìàí
çðåíèÿ, íå ìèðàæ. Äëÿ êàæäîé òî÷êè íàáëþäåíèÿ èìååòñÿ îïðåäåëåííàÿ
ãðàíèöà âèäèìîé èç íåå çåìíîé ïîâåðõíîñòè, è äàëüíîñòü ýòîé ãðàíèöû
íåòðóäíî âû÷èñëèòü. ×òîáû óÿñíèòü ñåáå ãåîìåòðè÷åñêèå îòíîøåíèÿ,
ñâÿçàííûå ñ ãîðèçîíòîì, îáðàòèìñÿ ê ðèñ. 1 (èëè ðèñ. 2), èçîáðàæàþùåìó
÷àñòü çåìíîãî øàðà. Â òî÷êå B ïîìåùàåòñÿ ãëàç íàáëþäàòåëÿ íà âûñîòå
BA íàä çåìíîé ïîâåðõíîñòüþ. Êàê äàëåêî âèäèò êðóãîì ñåáÿ íà ðîâíîì
ìåñòå ýòîò íàáëþäàòåëü? Î÷åâèäíî, òîëüêî äî òî÷åê C è D (ðèñ.  1)  èëè
äî òî÷êè C (ðèñ. 2), ãäå ëó÷ çðåíèÿ êàñàåòñÿ çåìíîé ïîâåðõíîñòè: äàëüøå
çåìëÿ ëåæèò íèæå ëó÷à çðåíèÿ. Ýòè òî÷êè (è äðóãèå, ëåæàùèå íà äóãå
îêðóæíîñòè DAC) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðàíèöó âèäèìîé ÷àñòè çåìíîé
ïîâåðõíîñòè, ò.å. îáðàçóþò ëèíèþ ãîðèçîíòà. Íàáëþäàòåëþ äîëæíî
êàçàòüñÿ, ÷òî çäåñü íåáî îïèðàåòñÿ íà çåìëþ, ïîòîìó ÷òî â ýòèõ òî÷êàõ
îí âèäèò îäíîâðåìåííî è íåáî è çåìíûå ïðåäìåòû.

2. Äàëüíîñòü ãîðèçîíòà.
Êàê æå äàëåêî ëåæèò îò íàáëþäàòåëÿ ëèíèÿ ãîðèçîíòà? Äðóãèìè

ñëîâàìè: êàê âåëèê ðàäèóñ òîãî êðóãà, â öåíòðå êîòîðîãî ìû âèäèì ñåáÿ
íà ðîâíîé ìåñòíîñòè? Êàê âû÷èñëèòü äàëüíîñòü ãîðèçîíòà, çíàÿ âåëè-
÷èíó âîçâûøåíèÿ íàáëþäàòåëÿ íàä çåìíîé ïîâåðõíîñòüþ?

E

B

D

O

C

A

1

R R
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Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ äëèíû îòðåçêà BC (ðèñ. 2) êàñàòåëü-
íîé, ïðîâåäåííîé èç ãëàçà íàáëþäàòåëÿ ê çåìíîé ïîâåðõíîñòè. Êâàäðàò
êàñàòåëüíîé – êàê ìû çíàåì èç ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 – ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
âíåøíåãî îòðåçêà BA = h ñåêóùåé  íà  âñþ  äëèíó  ýòîé  ñåêóùåé,  ò.å.  íà
BE = h + 2R: 2 ( 2 )d h R h= + × , ãäå R – ðàäèóñ çåìíîãî øàðà, BC = d –
äàëüíîñòü ãîðèçîíòà. Òàê êàê âîçâûøåíèå ãëàçà íàáëþäàòåëÿ íàä çåìëåé
îáû÷íî  êðàéíå  ìàëî  ïî  ñðàâíåíèþ  ñ  äèàìåòðîì  (2R) çåìíîãî øàðà,
ñîñòàâëÿÿ íàïðèìåð, äëÿ âûñî÷àéøåãî ïîäíÿòèÿ ñàìîëåòà îêîëî 0,001
äèàìåòðà, òî 2R + h ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì 2R, è òîãäà ôîðìóëà
óïðîñòèòñÿ:

2 2d Rh» .

Çíà÷èò, äàëüíîñòü ãîðèçîíòà ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî î÷åíü ïðîñòîé
ôîðìóëå:

2d Rh» ,
ãäå R – ðàäèóñ çåìíîãî øàðà (îêîëî 6400 km, èëè òî÷íåå 6371 km), à h –
âîçâûøåíèå ãëàçà íàáëþäàòåëÿ íàä çåìíîé ïîâåðõíîñòüþ.

Òàê êàê 6400 80= , òî ôîðìóëå ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé âèä:

80 2 113d h h» »

ãäå h íåïðåìåííî äîëæíî áûòü âûðàæåíî â ÷àñòÿõ êèëîìåòðà.
Çàäà÷à 2. Êàê äàëåêî âèäíà ïîâåðõíîñòü Çåìëè ñ ñàìîëåòà, ëåòÿùåãî

íà âûñîòå 10 km íàä Çåìëåé (ðàäèóñ Çåìëè
îêîëî 6370 km.)

Ðåøåíèå. OA = R » 6370 km, AB = h =
= 10 km. Íàõîäèì BC = d (ðèñ.  2).  Âû  çíà-
åòå, ÷òî êâàäðàò äëèíû îòðåçêà êàñàòåëü-
íîé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äëèíû îòðåçêà
ñåêóùåé íà äëèíó åå âíåøíåé ÷àñòè, ò.å.

2 ( 2 )d h R h= + ×   èëè

d 2 = (10 + 2 · 6370) · 10 = 127 500,
îòñþäà:

127500 51 2500 50 51d = = × = »
           50 7,141 357,05 360» × = »  (km).

Îòâåò: » 360 km.
Çàäà÷à 3. Êàê äàëåêî âèäíà ïîâåðõíîñòü Çåìëè ñ âîçäóøíîãî øàðà,

ëåòÿùåãî íà âûñîòå 4 km (ðàäèóñ Çåìëè îêîëî 6370 km)?
Îòâåò: » 225,8 km.
Çàäà÷à 4. Êàê äàëåêî ìîæíî âèäåòü ïîâåðõíîñòü Çåìëè ñ âåðøèíû

Ýëüáðóñà, âîçâûøàþùåãîñÿ íàä óðîâíåì ìîðÿ îêîëî 5600 m (òî÷íåå 5642
m)? Ðàäèóñ Çåìëè îêîëî 6370 km.

Îòâåò: » 270 km.
Ïðèìå÷àíèå! Ïðèâåäåííûå ðàñ÷åòû ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèå, óïðîùåííûå.

Çäåñü íå ó÷òåíû ôèçè÷åñêèå ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà äàëüíîñòü ãîðèçîíòà.
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Ò å î ð å ì à  1 .

Ðàññìîòðèì ÷åòûðå çàìå÷àòåëüíûå òî÷êè òðåóãîëüíèêà.
1. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà.

Âûñîòû òðåóãîëüíèêà (èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ) ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü AD, BF è CE –
âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC (ðèñ. 1, a). Ïðîâåäÿ
÷åðåç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ïðÿìûå, ïàðàë-
ëåëüíûå ïðîòèâîëåæàùèì ñòîðîíàì, ïîëó÷èì
òðåóãîëüíèê A1B1C1, ñòîðîíû êîòîðîãî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû âûñîòàì òðåóãîëüíèêà. Ïî
ïîñòðîåíèþ ÷åòûðåõóãîëüíèêè C1BCA è
B1ABC – ïàðàëëåëîãðàììû, îòêóäà Ñ1A = BC è
BC = AB1. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà A – ñåðåäèíà
îòðåçêà B1C1. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî
òî÷êà B – ñåðåäèíà A1C1 è C – ñåðåäèíà A1B1.

Òàêèì îáðàçîì, âûñîòû AD, BF è CE
ëåæàò íà ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ ê ñòî-
ðîíàì òðåóãîëüíèêà A1B1C1, êîòîðûå ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Çàìåòèì, ÷òî âûñîòû
òðåóãîëüíèêà ìîãóò íå ïåðåñåêàòüñÿ. Íà ðèñ.
1, á èçîáðàæåí òóïîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê,
â êîòîðîì ïðîäîëæåíèÿ âûñîò ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå D, à ñàìè âûñîòû íå ïåðåñå-
êàþòñÿ.

Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò (èëè èõ ïðî-
äîëæåíèé) èíà÷å íàçûâàþò îðòîöåíòðîì òðå-
óãîëüíèêà.

Çàäà÷à. Ê êàêîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà
áëèæå ðàñïîëîæåí îðòîöåíòð?

Ðåøåíèå. Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC
AC > BC (ðèñ.  2).  Âîñïîëüçóåìñÿ òåì,  ÷òî äëÿ
âûñîòû CD ýòîãî òåóãîëüíèêà áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ íåðàâåíñòâî AD > BD è, ñëåäîâàòåëüíî

ÐACD > ÐBCD. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè âûñîòû ðàñïîëîæåíû áëèæå ê
ìåíüøåé èç ñòîðîí, âûõîäÿùèõ èç ýòîé âåðøèíû. Ñëåäîâàòåëüíî,
îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ðàñïîëîæåí áëèæå ê ìåíüøåé ñòîðîíå

2. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà.

Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è äåëÿòñÿ â ýòîé
òî÷êå â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèí.

A

B1 C A1
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F B

E D
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C1A B
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Ò å î ð å ì à  3 .

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC
ïðîâåäåíû ìåäèàíû AA1, BB1 è CC1 (ðèñ. 3). Äî-
êàæåì, ÷òî îíè ïåðåñåêàþñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå O,
ïðè÷åì AO : OA1 = BO : OB1 = CO : OC1 = 2 : 1.

Ïóñòü O – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí AA1 è CC1,
òî÷êè D è E – ñåðåäèíû îòðåçêîâ AO è CO
ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçîê Ñ1A1 – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðå-
óãîëüíèêà ABC, è ïî ñâîéñòâó ñðåäíåé ëèíèè
òðåóãîëüíèêà: Ñ1A1 || AC, Ñ1A1 = 0,5AC. Êðîìå òîãî,
DE – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà AOC, è ïî òîìó
æå ñâîéñòâó: DE || AC, DE = 0,5AC. Çíà÷èò, â ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêå DÑ1A1E äâå  ñòîðîíû  ïàðàëëåëüíû  è
ðàâíû. Òàêèì îáðàçîì, DÑ1A1E – ïàðàëëåëîãðàìì,
è åãî äèàãîíàëè DA1 è Ñ1E òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ
äåëÿòñÿ ïîïîëàì. Ñëåäîâàòåëüíî, AD = DO =OA1,
CE = EO = OÑ1, ò.å. òî÷êà O äåëèò ìåäèàíû AA1 è
CC1 â îòíîøåíèè 2 : 1.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî è òðåòüÿ ìåäèàíà
BB1 òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ñ êàæäîé èç ìåäèàí AA1 è
CC1 äåëèòñÿ â îòíîøåíèè 2 : 1. À ïîñêîëüêó òàêàÿ
òî÷êà äåëåíèÿ äëÿ êàæäîé èç ìåäèàí åäèíñò-
âåííàÿ, òî, ñëåäîâàòåëüíî, âñå òðè ìåäèàíû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà èíà÷å íàçûâàþò öåíòðîèäîì
èëè öåíòðîì ìàññ òðåóãîëüíèêà. Â óìåñòíîñòè òàêîãî íàçâàíèÿ âû ìîæåòå
óáåäèòüñÿ, ïðîâåäÿ ýêñïåðèìåíò: âûðåæüòå èç êàðòîíà òðåóãîëüíèê
ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, ïðîâåäèòå â íåì ìåäèàíû è ïîïðîáóéòå óäåðæàòü
åãî â ðàâíîâåñèè, ïîëîæèâ íà èãëó èëè îñòðûé êàðàíäàø â òî÷êå
ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí (ðèñ. 4).

3. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà.

Áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Îáîçíà÷èì áóêâîé O òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ
AA1 è BB1 òðåóãîëüíèêà ABC è ïðîâåäåì èç ýòîé òî÷êè ïåðïåíäèêóëÿðû
AB, BC è CA ñîîòâåòñòâåííî ê ïðÿìûì OK, OL è OM (ðèñ.  5).  Íàì
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èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà áèññåêòðèñû íåðàçâåðíóòîãî óãëà ðàâíîóäà-
ëåíà îò åãî ñòîðîí: OK = OK è OK = OL. Ïîýòîìó ON = OL, ò.å. òî÷êà
O ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí óãëà ACB è, çíà÷èò, ëåæèò íà áèññåêòðèñå CC1

ýòîãî óãëà. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òðè áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ABC ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå O, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ òðåóãîëüíèêà.

Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû, ïðîâåäåííûå ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì áóêâîé O òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ
ïåðïåíäèêóëÿðîâ m è n ê ñòîðîíàì AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC (ðèñ. 6).
Íàì èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó
ðàâíîóäàëåíà îò êîíöîâ ýòîãî îòðåçêà: OA = OB (1)  è  OB = OC (2).  Èç
ðàâåíñòâ (1) è (2) íàõîäèì: OA = OC, ò.å. òî÷êà O ðàâíîóäàëåíà îò êîíöîâ
îòðåçêà AC è, çíà÷èò, ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå p ê ýòîìó
îòðåçêó. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òðè ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðà m, n è p ê
ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Òåîðåìà äîêàçàíà.

A C

O

B

E D

7

?
 1. 1) Âñåãäà ëè âûñîòû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ?

2) Ñêîëüêî âû çíàåòå çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê â òðåóãîëüíèêå?
 2. Êàê ðàñïîëîæåíû çàìå÷àòåëüíûå òî÷êè â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëü-

íèêå?
 3. Åñëè â òðåóãîëüíèêå äâå ìåäèàíû ðàâíû, òî îí

ðàâíîáåäðåííûé. Äîêàæèòå.
Ðåøåíèå. Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC ìåäèàíû AD
è CE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O (ðèñ. 7). Ðàññìîò-
ðèì òðåóãîëüíèêè AOE è COD. Ïîñêîëüêó òî÷êà
O äåëèò êàæäóþ èç ðàâíûõ ìåäèàí AD è CE â
îòíîøåíèè 2 : 1, òî AO = CO, EO = DO. Êðîìå
òîãî, ÐAOE = ÐCOD êàê âåðòèêàëüíûå. Çíà÷èò,
rAOE =rCOD ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó. Îòñþäà
ñëåäóåò AE = CD. Íî ïî îïðåäåëåíèþ ìåäèàíû,
ýòè îòðåçêè – ïîëîâèíû ñòîðîí AB è CB. Ñëåäîâàòåëüíî, AB = CB,
ò.å. òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

 4. Äîêàæèòå, ÷òî â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå âñå ÷åòûðå çàìå-
÷àòåëüíûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Êàêàÿ ýòî ïðÿìàÿ?

 5. Â òðåóãîëüíèêå òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ñîâïàäàåò ñ îðòîöåíòðîì.
Äîêàæèòå, ÷òî äàííûé òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé.

 6. Ìîæåò ëè âåðøèíà òðåóãîëüíèêà áûòü òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ åãî
âûñîò?

 7. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà äåëèò îäíó èç ìåäèàí íà
îòðåçêè, ðàçíîñòü êîòîðûõ ðàâíà 3 cm. Íàéäèòå äëèíó ýòîé ìåäèàíû.

Âîïðîñû, çàäà÷è è çàäàíèÿ
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1. AB – äèàìåòð îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O. Íàéäèòå óãîë DCO, åñëè
OA = OC = AC.

2. Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèÿ îò äàííîé òî÷êè, ðàñïî-
ëîæåííîé âíå îêðóæíîñòè, äî òî÷åê îêðóæíîñòè ðàâíû ñîîò-
âåòñòâåííî 50 cm è 20 cm. Íàéäèòå ðàäèóñ äàííîé îêðóæíîñòè.

3. Ïðÿìûå AB è AC êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O, â òî÷êàõ B è C.
Íàéäèòå BC, åñëè ÐOAB = 30° è AB = 5 cm.

4. Îêðóæíîñòü ðàçäåëåíà íà òðè ÷àñòè, ãðàäóñíûå ìåðû êîòîðûõ
îòíîñÿòñÿ êàê 11 : 16 : 9. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷åííîãî
ïîñëåäîâàòåëüíûì ñîåäèíåíèåì òî÷åê äåëåíèÿ.

1. Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî òî÷êè B ðàâíî 5 cm, ðàäèóñ
12 cm. Íàéäèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B äî
òî÷åê äàííîé îêðóæíîñòè.
A) 7 cm, 17 cm; Á) 7 cm, 12 cm; Ñ) 5 cm, 7 cm; Ä) 7 cm, 24 cm.

2. Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèÿ îò äàííîé òî÷êè, ðàñïîëî-
æåííîé âíå îêðóæíîñòè, äî òî÷åê îêðóæíîñòè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî
30 cm è 10 cm. Íàéäèòå ðàäèóñ äàííîé îêðóæíîñòè.
A) 20 cm; Á) 10 cm; Â) 15 cm; Ã) 5 cm.

3. AB – äèàìåòð îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O. Íàéäèòå óãîë CAO, åñëè
OA = OC = BC.
A) 60°; Á) 30°; Â) 90°; Ã) 120°.

4. Èç òî÷êè îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì R ïðîâåäåíû äâå õîðäû äëèíîé
ðàâíîé R. Íàéäèòå óãîë ìåæäó õîðäàìè.
A) 120°; Á) 110°; Â) 135°; Ã) 40°.

5. Îäèí  èç óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè ðàâåí 80°.
Íàéäèòå ñóììó óãëîâ, ñìåæíûõ ýòîìó óãëó.
A) 200°; Á) 90°; Â) 100°; Ã) 160°.

6. Èç òî÷êè âíå îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû ê íåé äâå êàñàòåëüíûå, îáðà-
çóþùèå óãîë 72°. Íàéäèòå áîëüøóþ èç äóã, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó
òî÷êàìè êàñàíèÿ.
A) 248°; Á) 240°; Â) 252°; Ã) 236°.

Èçó÷àåì àíãëèéñêèé ÿçûê!

Îêðóæíîñòü – circle Äèàìåòð – diameter
Õîðäà – chord Öåíòðàëüíûé óãîë – central angle
Ðàäèóñ – radius Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè – tangent to the circle
Äóãà – arc Ïåðïåíäèêóëÿð – perpendicular

Ïðîâåðüòå ñåáÿ!ÒÅÑÒ 5

61–62. ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ 5. ÐÀÁÎÒÀ ÍÀÄ ÎØÈÁÊÀÌÈ
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Àáóë Âàôà àë-Áóçäæàíè ðîäèëñÿ â 940 ãîäó
â ãîðîäå Áóçäæàí (Ñîâðåìåííàÿ Êóøêà). Ó÷èëñÿ è
ðàáîòàë â Áàãäàäå. Â ñî÷èíåíèè Àáóëó Âàôà «Êíèãà î
òîì, ÷òî íåîáõîäèìî çíàòü ðåìåñëåííèêó èç ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ïîñòðîåíèé» ãëàâû I è IV ïîñâÿùåíû ïîñòðîå-
íèÿì ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà ìû ïðîâåäåì ïðèíàäëåæàùåå Àáóëó Âàôà ðåøåíèå
çàäà÷è î íàõîæäåíèè öåíòðà îêðóæíîñòè

«Åñëè ñïðàøèâàþò «Êàê íàéòè öåíòð îêðóæíîñòè?»,
íàäî âûáðàòü íà îêðóæíîñòè äâå òî÷êè A è B è ïîñò-
ðîèòü îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå A è B, ðàäèóñîì,
áîëüøèì ïîëîâèíû ðàññòîÿíèÿ AB. Ïóñòü îíè ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êàõ C è D (ðèñ. 1). Ïðîâîäèì ïðÿìóþ CD è
íàõîäèì òî÷êè E è F ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ îêðóæ-
íîñòüþ. Äåëèì îòðåçîê EF ïîïîëàì, òîãäà ñåðåäèíà O îòðåçêà EF  – èñêîìûé
öåíòð îêðóæíîñòè.

Ýòîò ìåòîä Àáóëà Âàôà îñíîâàí íà òîì, ÷òî äóãè, ïîñòðîåííûå èç
öåíòðîâ A è B, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ C è D è îòðåçîê CD ïåðïåíäèêóëÿðåí
õîðäå AB è ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè.

Ñåãîäíÿ ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ òàê: ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíà îêðóæíîñòü.
öåíòð êîòîðîé íåèçâåñòåí, è åãî òðåáóåòñÿ íàéòè (ðèñ. 2).

Èç íåêîòîðîé òî÷êè A ïðîâîäèì êàñàòåëüíûå AB è AC ê ýòîé îêðóæ-
íîñòè è ñòðîèì áèññåêòðèñó óãëà BAC. Îíà ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êàõ
D è E. Äåëèì îòðåçîê DE ïîïîëàì, òîãäà ñåðåäèíà O îòðåçêà DE – èñêîìûé
öåíòð îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå. Èëè ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó B ïåðïåíäèêóëÿð ê
êàñàòåëüíîé AB, òîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà ñ áèññåêòðèñîé
áóäåò öåíòðîì O îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå. Âìåñòå ñ ýòèì Àáóë Âàôà ðåøàåò
çàäà÷è î âîññòàíàâëåíèè îêðóæíîñòè ïî çàäàííîé åå äóãå, î ïîñòðîåíèè
êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó âíå îêðóæ-
íîñòè, î ïîñòðîåíèè êàñàòåëüíîé â äàííîé òî÷êå îêðóæíîñòè.

O
F C E

A

B

D A
D

B

O

C

E

1 2

È ñ ò î ð è ÷ å ñ ê è å  ñ â å ä å í è ÿ

Àáóë Âàôà
(940–998)
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 1. Òðè âíåøíèõ óãëà ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 142°,
22° è 136°. Íàéäèòå âíóòðåííèå óãëû ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

 2. Íàéäèòå ïåðèìåòð ÷åòûðåõóãîëüíèêà, åñëè åãî íàèìåíüøàÿ ñòî-
ðîíà ðàâíà 7 cm, à êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ñòîðîíà íà 4 cm áîëüøå ïðå-
äûäóùåé.

 3. Îñòðûé óãîë ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè ðàâåí 45°. Ìåíüøàÿ ñòîðîíà
è ìåíüøåå îñíîâàíèå ðàâíû 24 cm. Íàéäèòå áîëüøåå îñíîâàíèå
òðàïåöèè.

 4. Ñòîðîíû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû: 1) 6 cm, 5 cm
è 5 cm;  2) 24 cm,   15  cm  è  15  cm;  3)  3,2  dm,  20  cm  è  20  cm;
4) 22 cm, 60 cm è 60 cm. Íàéäèòå ïëîùàäü è âûñîòó, ïðîâåäåíóþ
ê áîêîâîé ñòîðîíå ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

5. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD AB = CD, AD = BC.  Íàéäèòå  óãëû
÷åòûðåõóãîëüíèêà, åñëè óãîë A âòðîå áîëüøå óãëà B.

6. Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD BC = 20 cm, AB = 24 cm
è ÐD = 60°. Íàéäèòå îñíîâàíèå AD.

7. Â òðåóãîëüíèêå ABC AE è BD – âûñîòû. Íàéäèòå AE, åñëè
AC = 20 cm, BD = 16 cm è BC = 32 cm.

8. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 168 cm2. Íàéäèòå

êàòåòû òðåóãîëüíèêà, åñëè îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 
7
12

 ÷àñòè äðóãîãî.

9. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà 24 cm2. Íàéäèòå âûñîòó òðåóãîëü-
íèêà, ïðîâåäåííóþ ê ñòîðîíå, ðàâíîé 16 ñm.

10. Äèàãîíàëè AC è BD ðîìáà ABCD ðàâíû ñîîòâåñòâåííî 30 cm
è 12 cm. Íàéäèòå ïëîùàäü ýòîãî ðîìáà.

11. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, åñëè åãî ñòîðîíû ðàâíû:
1) 15, 15, 18;      2) 39, 42, 45;      3) 4, 13, 15;      4) 29, 25, 6.

12. Â òðåóãîëüíèêå ABC BC = 34 cm. Èç ñåðåäèíû îòðåçêà BC ê ïðÿ-
ìîé AC ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð, êîòîðûé äåëèò ñòîðîíó AC íà
îòðåçêè AF = 25  cm  è  FC = 15 cm. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
ABC.

13. Äèàãîíàëè ðîìáà ðàâíû 18 dm è 24 dm. Íàéäèòå ïåðèìåòð ðîìáà è
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè.

a b

ÃËÀÂÀ VI

 ÏÎÂÒÎÐÅÍÈÅ

  ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß ÄËß ÏÎÂÒÎÐÅÍÈß ÌÀÒÅÐÈÀËÀ
ÏÐÎÉÄÅÍÍÎÃÎ Â 8- Ì ÊËÀÑÑÅ
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14. Âûñîòà ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè âäâîå ìåíüøå åå áîêîâîé
ñòîðîíû. Íàéäèòå óãëû òðàïåöèè.

15. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ðàâíîñòî-
ðîííåãî òðåóãîëüíèêà äî åãî ñòîðîí ïîñòîÿííàÿ (îäèíàêîâà) è ðàâ-
íà âûñîòå ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

16. Îêðóæíîñòü ðàçäåëåíà òî÷êàìè A, B è C íà äóãè, ãðàäóñíûå âåëè-
÷èíû êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ êàê: 1) 14 : 6 : 4; 2) 13 : 12 : 5; 3) 17 : 10 : 9.
×åðåç òî÷êè A, B è C ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå äî èõ âçàèìíîãî
ïåðåñå÷åíèÿ. Íàéäèòå óãëû îáðàçîâàâøåãîñÿ òðåóãîëüíèêà.

17. Êàê èçìåíèòñÿ ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè åãî äëèíó
óâåëè÷èòü íà 30 %, à øèðèíó óìåíüøèòü íà 30 %?

18. Êàê èçìåíèòñÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, åñëè åãî îñíîâàíèå
óâåëè÷èòü íà 20 %, à âûñîòó óìåíüøèòü íà 20 %?

19. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè åãî ïëîùàäü ðàâíà
540 cm2, à îòíîøåíèå ñîñåäíèõ ñòîðîí ðàâíî 3 : 5.

20. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 24 cm2, âûñîòû ðàâíû 3 cm è
4 cm. Íàéäèòå ïåðèìåòð ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà.

21. Íà÷åðòèòå êàêîé-íèáóäü ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Ïîñòðîéòå
âåêòîðû:

1) AB BC+
uuur uuur

; 2) AD DC+
uuur uuuur

; 3) AB AD-
uuur uuur

; 4) DB DA-
uuur uuur

.

22. ×åìó ðàâíû êîîðäèíàòû âåêòîðà AB
uuur

, åñëè:
1) A (0; 1), B (1; 0); 2) A (-2; 1), B (-4; 3)?

23. Òî÷êà O – ñåðåäèíà ìåäèàíû AA1 òðåóãîëüíèêà ABC. Âûðàçèòå

âåêòîð BO
uuur

 ÷åðåç âåêòîðû a BA=
uuurr

 è b BC=
r uuur

.
24. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O,

à òî÷êà P – ñåðåäèíà îòðåçêà OB. Âûðàçèòå âåêòîð AP
uuur

 ÷åðåç

âåêòîðû AB a=
uuur r

 è AC b=
uuuur r

.
25. Èç êîíöîâ äóãè â 240°, ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå äî èõ âçàèìíîãî

ïåðåñå÷åíèÿ. Íàéäèòå óãëû ìåæäó íèìè.
26. Íàéäèòå íàèáîëüøèé óãîë ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè îäèí èç åãî

óãëîâ áîëüøå äðóãîãî â 4 ðàçà.
27. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè åãî ïëîùàäü ðàâíà

288 cm2, à îòíîøåíèå ñîñåäíèõ ñòîðîí ðàâíî 1 : 2.
28. Âûñîòà, îïóùåííàÿ íà îäíó èç ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà, ïëîùàäü

êîòîðîãî 48 cm2,  â  òðè  ðàçà  ìåíüøå  ýòîé  ñòîðîíû.  Íàéäèòå  ýòó
ñòîðîíó è âûñîòó.

29. Ïëîùàäü êâàäðàòà ðàâíà 16 cm2. Êàê èçìåíèòñÿ ïëîùàäü ýòîãî
êâàäðàòà, åñëè åãî ñòîðîíû: 1) óìåíüøèòü â 2 ðàçà; 2) óâåëè÷èòü â
3 ðàçà?

30. Òî÷êà Ñ – ñåðåäèíà îòðåçêà AB. Íàéäèòå åå êîîðäèíàòû, åñëè:
1) A(–3; –12), B(1; –8); 2) A(9; –2), B(–7; –2).htt
p:e
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Ïðîâåðüòå ñåáÿ!ÒÅÑÒ 6

1. Ìåíüøàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà 10 cm, à äèàãîíàëè ïåðå-
ñåêàþòñÿ ïîä óãëîì 60°. Íàéäèòå äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà.

2. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâíû 11 cm, 7 cm è 10 cm. Íàéäèòå ñòîðîíû
òðåóãîëüíèêà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíû ñòîðîí äàí-
íîãî òðåóãîëüíèêà.

3. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, åñëè åãî ñòîðîíû ðàâíû 21 cm, 72 cm
è 75 cm.

4. Èç òî÷êè âíå îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû ê íåé äâå êàñàòåëüíûå, îá-
ðàçóþùèå óãîë 75°. Íàéäèòå äóãè, çàêëþ÷åííûå ìåæäó ñòîðîíàìè
êàñàòåëüíûõ.

5. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà 2m a b= -
rr r
, åñëè (2; 3)a -

r
 è ( 2; 3)b - -

r

.

1. Óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà îòíîñÿòñÿ 3 : 5 : 4 : 6. Íàéäèòå íàèìåíüøèé
óãîë.
A) 80°; Á) 30°; Â) 60°; Ä) 40°.

2. Íà ñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèâàþò äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà?
A) 4; Á) 5; Â) 6; Ä) 8.

3. Øèðèíà ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà 5 cm, äëèíà íà 7 cm áîëüøå. Íàéäèòå
ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà.
A) 32 cm; Á) 34 cm; Â) 24 cm; Ä) 26 cm.

4. Ñêîëüêî ñòîðîí ó âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà, åñëè êàæäûé åãî óãîë
ðàâåí 162°?
A) 18; Á) 20; Â) 15; Ä) 12.

5. Ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ïðîïîðöèîíàëüíû ÷èñëàì 3 è 7. Íàéäèòå
ìåíüøóþ ñòîðîíó, åñëè åãî ïåðèìåòð ðàâåí 18 cm.
A) 2,7 cm; Á) 3,4 cm; Â) 5,4 cm; Ä) 4,5 cm.

6. Ïëîùàäü çåìåëüíîãî ó÷àñòêà â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà 2 ãåê-
òàðàì. ×åìó ðàâíà äëèíà ýòîãî ó÷àñòêà, åñëè øèðèíà ó÷àñòêà ðàâíà
32 m?
A) 610 m; Á) 615 m; Â) 625 m; Ä) 630 m.

7. Âûñîòà ðîìáà ðàâíà 5 cm, ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëåé 80 cm2. Íàéäèòå
åãî ïåðèìåòð.
A) 32 cm; Á) 16 cm; Â) 24 cm; Ä) 28 cm.

8.Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà 2m a b= - +
rr r
, åñëè a

r
(2; –3) è b

r

(–2; –3).

A) (-6; -3); Á) (-3; 6); Â) (-2; –9); Ä) (2; -3).

9. Äàíû âåêòîðû ar (3; 2) è b
r

(0; -1). Íàéäèòå ìîäóëü âåêòîðà 2 4a b-
rr
.

  A) 10; Á) 6; Â) 8; Ä) 3.

ÈÒÎÃÎÂÀß ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ.
 ÐÀÁÎÒÀ ÍÀÄ ÎØÈÁÊÀÌÈ
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Òàáëèöà çíà÷åíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé îñòðîãî óãëà.    Ïðèëîæåíèå

Ãðàäóñû sina tga ctga cosa Ãðàäóñû
1° £ a £ 45° 1° £ a £ 45° 1° £ a £ 45° 1° £ a £ 45°

 1 » 0,0175 » 0,0175 » 57,290 » 0,9998 89
 2 » 0,0349 » 0,0349 » 28,636 » 0,9994 88
 3 » 0,0523 » 0,0524 » 19,081 » 0,9986 87
 4 » 0,0698 » 0,0699 » 14,301 » 0,9976 86
 5 » 0,0872 » 0,0875 » 11,430 » 0,9962 85
 6 » 0,1045 » 0,1051 » 9,514 » 0,9945 84
 7 » 0,1219 » 0,1228 » 8,144 » 0,9925 83
 8 » 0,1392 » 0,1405 » 7,115 » 0,9903 82
 9 » 0,1564 » 0,1584 » 6,314 » 0,9877 81
10 » 0,1736 » 0,1763 » 5,671 » 0,9848 80
11 » 0,1908 » 0,1944 » 5,145 » 0,9816 79
12 » 0,2079 » 0,2126 » 4,705 » 0,9781 78
13 » 0,2250 » 0,2309 » 4,331 » 0,9744 77
14 » 0,2419 » 0,2493 » 4,011 » 0,9703 76
15 » 0,2588 » 0,2679 » 3,732 » 0,9659 75
16 » 0,2756 » 0,2867 » 3,487 » 0,9613 74
17 » 0,2924 » 0,3057 » 3,271 » 0,9563 73
18 » 0,3090 » 0,3249 » 3,078 » 0,9511 72
19 » 0,3256 » 0,3443 » 2,904 » 0,9455 71
20 » 0,3420 » 0,3640 » 2,747 » 0,9397 70
21 » 0,3584 » 0,3839 » 2,605 » 0,9336 69
22 » 0,3746 » 0,4040 » 2,475 » 0,9272 68
23 » 0,3907 » 0,4245 » 2,356 » 0,9205 67
24 » 0,4067 » 0,4452 » 2,246 » 0,9135 66
25 » 0,4226 » 0,4663 » 2,145 » 0,9063 65
26 » 0,4384 » 0,4877 » 2,050 » 0,8988 64
27 » 0,4540 » 0,5095 » 1,963 » 0,8910 63
28 » 0,4695 » 0,5317 » 1,881 » 0,8829 62
29 » 0,4848 » 0,5543 » 1,804 » 0,8746 61
30   0,5000 » 0,5774 » 1,732 » 0,8660 60
31 » 0,5150 » 0,6009 » 1,664 » 0,8572 59
32 » 0,5299 » 0,6249 » 1,600 » 0,8480 58
33 » 0,5446 » 0,6494 » 1,540 » 0,8387 57
34 » 0,5592 » 0,6745 » 1,483 » 0,8290 56
35 » 0,5736 » 0,7002 » 1,428 » 0,8192 55
36 » 0,5878 » 0,7265 » 1,376 » 0,8090 54
37 » 0,6018 » 0,7536 » 1,327 » 0,7986 53
38 » 0,6157 » 0,7813 » 1,280 » 0,7880 52
39 » 0,6293 » 0,8098 » 1,235 » 0,7771 51
40 » 0,6428 » 0,8391 » 1,192 » 0,7660 50
41 » 0,6561 » 0,8693 » 1,150 » 0,7547 49
42 » 0,6691 » 0,9004 » 1,111 » 0,7431 48
43 » 0,6820 » 0,9325 » 1,072 » 0,7314 47
44 » 0,6947 » 0,9657 » 1,036 » 0,7193 46
45 » 0,7071  1,0000   1,000 » 0,7071 45

Ãðàäóñû cosa ctga tga  sina Ãðàäóñû
45° £ a £ 89° 45° £ a £ 89° 45° £ a £ 89° 45° £ a £ 89°htt
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Î Ò ÂÅ Ò Û
Ïîâòîðåíèå êóðñà 7-îãî êëàññà. 5. 9 dm. 7. 3 cm. 9. Äà, ðàâíû. 10. 52°, 63°, 65°. 11. 60°. 13.
24°, 72°, 84°. 14. Íåò, íå ìîãóò. 18. 58°.

Ãëàâà I. Òåìà 1. 2. 1) n = 8; 2) n = 11; 3) n = 24. 4. 60°. 5. 1) n = 12; 2) n = 36; 3) n = 40.
6. n = 8. 7. 1) n = 20; 2) n = 15; 3) n = 6. 9. 1) n = 24; 2) n = 8; 3) n = 5. 10. 36°, 72°, 108°, 144°.
Òåìà 2. 2. 25,5 cm, 50,5 cm. 3. 1) 35°, 145°, 35°, 145°; 3) 85°, 105°, 85°, 105°. 4. PABO =20 cm;
PBOC =24 cm. 5. AB = DC = 16 cm, AD = BC = 4 cm. Òåìà 3. 2. 1) Äà, ïðàâèëüíî. 3. 32 cm. 7.
26 cm. 8. 45°, 135°, 135°, 45°. 9. 26 ñm èëè 28 ñm. Òåìà 4. 2. 1) 9 cm; 2) 7 cm. 3. 12 cm. 4.
AB = DC = 4 cm, BC = AD = 8 cm. 6. 1)  4 + 7 < 12 – íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà íå
âûïîëíÿåòñÿ; íåò, íå ìîæåò. 7. 7 cm, 14 cm, 7 cm, 14 cm.  Òåìû 5– 6. 2. 10 cm. 3.
BP = 12 cm. 5. 7 cm. 6. 40°, 140°, 40°, 140°. 9. 12 cm, 24 cm, 30 cm, 42 cm. 10. 64 cm. 12.
30 cm. 13. 32 cm. Òåìû 7–8. 3. 150°. 4. 23 cm.  6. 27 cm, 11 cm. 7. 20 cm, 14 cm. 10. 90°, 90°,
100°, 80°. 11. 71°, 109°, 109°, 71°. 12. 70 ñm. Òåìà 9. 3. AC = 5 cm. 4. OB1 = 3,2 cm, OB2 = 4,8
cm, OB3 = 6,4 cm. 6. 2) 19 cm. 8. x = 4. 9. OB1 = 9 cm, OB2 = 13,5 cm, OB3 = 18 cm. Òåìû 10–
11. 2. 2,5 cm, 3,5 cm, 5,5 cm.  4. 22 cm, 10 cm. 6. 2) 15 cm. 9. 24 cm, 12 cm. 10. 3 cm. 11.
30 cm, 10 cm. 12. 12 cm.

Ãëàâà II. Òåìà 15. 2. a) cosa; á) tga; â) sina; ã) ctga. 4. a) Äà, òàê êàê 0,98 < 1; á) íåò, òàê

êàê 2 1> ; â) äà, òàê êàê 5 2 1- < . 5. ML = 24, MN = 25. 6. 
5
13

sin M = , 
12
13

cos M = ,
5
12

tgM = , 12
5

ctgM = . Òåìà 16. 2. a) Âåðíî, òàê êàê a = ñsina; â) íåâåðíî, òàê êàê 
sin

a
c

a
= .

3. Äà, òàê êàê çíà÷åíèåì òàíãåíñà ÿâëÿåòñÿ ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. 4. 1) 16 cm;
2) 50 cm. 6. 16 cm. 7. 5 cm. 8. 50 cm. Òåìà 17. 2. 1) 13; 2) 9; 3) 2,5. 3. 1) 40 cm; 2) 100 cm. 4.

3x = ; 2y = . 5. 1) 0,5; 2) 4 2 ; 3) 0,8; 4) 1,5. Òåìà 18. 2. 1) Íåò, òàê êàê 121 + 49 ¹ 289;

2) äà, òàê êàê 32 + 1,62 = 3,42, 11,56 = 11,56. 5. Èìååò äâà ðåøåíèÿ. 6. 1) Äà, òàê êàê
122 + 352 = 372; 2) íåò, òàê êàê 112 + 202 ¹ 252. Òåìà 19. 1. 1) 9,6 cm, 9,6 cm, 8 cm. 2.
2 3
3

h . 3. 1) 12
7

6bh =  cm; 2) hc = 11,2 dm; 3) hb = 6,72 cm. 4. 1) 6 3h =  cm. 5.

15
4

7ah = cm; 
5
2

7ch =  cm. 7.
3
2

15ah =  ñm. Òåìû 20–21. 2.  1) 
5
13

; 2,4; 
5
12

. 4. 1) 2;

2) 1; 3) 1. 5. 1) ñtg2a; 2) tga. 7. 1) 
2

5
; 

1

5
; 1

2
. 9. 1) 15

cos
17

a = ; 8
tg

15
a = ; 15

ctg
8

a = . 12.

1) sin2a; 2) cos3a. 14. 1) sin2a; 2) sin3a. Òåìà 22. 2.  1) x » 50°; 2) x » 14°; 3) x » 34°; 4) x » 74°.

3. 1) sinB = 0,6; cosB = 0,8. 5. cosA = 0,5; tg 3A = . 7. 1) sina = 0,6; cosa = 0,8. 8. 1) sina;

2) cos2a. Òåìà 23. 1. 1) 1,5; 3) 0,5. 3.
32 3

3 ;
16 3

3 . 4. 12; 6. 5. 1) sin2a; 2) sin2a. 7. 2. 8. 1) 0,5;

2) 0,5; 3) 1. 24- mavzu. 1. a) 1) 0,0523;»  2) 0,3584;»  3) 0,7660;»  4) 0, 6428;»  ã) 1) » 5,671;;
2) 1,732;»  3) 0,2679;»  4) 11,430.»  2. á) 1) 42 ;» °   2) 50 ;» °  3) 87 ;» °  â) 1) 25 ;» °   2) 85 ;» °

3) 10 .» °  4. 1. 6. 1) 1; 2) 0.  7. 1) 0,9397» ; 4) 23,078.» 8. 8 .x » °  Òåìà 25. 1. 14 cm. 2. 45°,

45°. 3. 6,691;a » 7,431;b »  48 .b » °  5. cos2a. 7. a = 4 cm; 4 3b =  cm, b = 60°. Òåìà 26.

1. b = 9 cm, a = b = 45°.  2. c = 12 cm, a = 60°, b = 30°. 5. 0. 7. c = 26 cm. Òåìà 27. 3.  a = 7 cm,

a = b = 45°. 4. 6 3a = cm, b = 6 cm, b = 30°. 5. a = 5 ñm (ðèñ. 5); 2 13AC = cm,

3 13BC = cm (ðèñ. 6). 6. 168 cm.

Ãëàâà III. Òåìà 31. 3. 1) III ÷åòâåðòü; 2) II ÷åòâåðòü; 3) IV ÷åòâåðòü; 4) I ÷åòâåðòü. 4. 1)
(–10; –1); 2) (0; –5,5); 3) (–2; 1). 5. 1) B(–1; 5).  8. 1) D(3; 0); 2) D(4; 5). Òåìû 32–33. 2. 1)
10; 2) 17; 3) 13. 3. 1) x1 = –2; x2 = 6. 4. P = 16. 5. 1) (x – 7)2 + (y – 11)2 = 25; 2) (x + 2)2 +htt
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+ (y – 3)2 = 1. 6. 1) (2; 5), R = 7; 2) (–1; 5), R = 2. 7. 1) C(3; –1), R = 4; 2) C(0;  –5), R = 1. 8.
1) Ðàâíîáåäðåííûé. 9. 1) (x – 9)2 + (y – 4)2 = 49; 2) (x + 3)2 + (y + 4)2 = 4. 10. 1) C(7;   –2),
R = 5; 2) C(4; 0), R = 1. 11. 1) (5; –12) è (5; 12); 2) (–5; –12) è (5; –12). Òåìà 34. 3. 1) 2x –

– y + 5 = 0;  2) x + y – 7 = 0; 3) 3x – 2y + 2 = 0.  4. c = –3. 5. 
1
3

a b= = . 6. 1) (0; –1,5) è (–3;

0); 2) (0; 3) è (4; 0); 3) (0; –5) è (2,5; 0). 9. x + 1 = 0, x – 3y – 8 = 0, x – y = 0. Òåìà 35. 2. 1)

;DC AB­­
uuuur uuur

 2) ;AO OC­­
uuuur uuuur

 3) CB AD­¯
uuur uuur

 è DA AD­¯
uuur uuur

; 5) ;DC AB=
uuuur uuur

 6) AO OC=
uuuur uuuur

;

7) DO OB=
uuuur uuur

. Òåìû 36–37. 5. Äà, âûïîëíÿåòñÿ. 6. 16AO =
uuuur

cm. 7. + = + Þ
uuur uuuur uuur uuuur

AB BC AD DC

Þ =
uuuur uuuur

AC AC . 9. AB b= -
uuur r

; ;BC a b= - +
uuuur rr

 .DA a b= -
uuur rr

 10. 2BF a b= - +
uuur rr ; 2EC a b= - +

uuuur rr ;

EF a b= - +
uuur rr ; 2 2BC a b= - +

uuuur rr
. Òåìû 38–39. 4. 

1 1
2 2

OA a b= - -
uuur rr

; 
1
2

AK a b= +
uuuur rr

. 5. 1) AC CB=
uuuur uuur

;

2) 2AB CB=
uuur uuur

; 3) 
1
2

AC BA= -
uuuur uuur

. 7. 1) (4; 5); 2) (–1; 4); 3) (0; 0). 8. 1) 25; 2) 5; 3) 3. 9. 1) (1;

–2);  2) (2m; 2n). 11. m = 7. 12. B(–2; –11). Òåìà 40. 2. 1) (–3; 4); 2) (–5; 12). 3. 1) (–4; 10);

2) (0; 2); 4) (4; –10). 4. 1) (3; 6); 2) (5; 3); 3) (–4; –3). 5. 1) (6; 3); 2) (–6; 3); 3) (–2; 15).

6. 1) ( )4; 4c - -
r

; 2) (8;6)c
r

. 7.1) ( )12;6c -
r

; 2) ( )11;8ñ -
r

. 8.1) ( )2; 1c - -
r

; 2) ( )2; 13ñ -
r

. Òåìà 41.

1. CC1 = 2.  2. 
1
2

KC AB AD= +
uuuur uuur uuur

. 3. (5; 12). 4. B(5; 5), D(1; –1). 5. B(–5; 11). 8.
1
2

AN AB AD= +
uuuur uuur uuur

.

Ãëàâà IV.  Òåìà 45. 2. 2) 0,0225 dm2; 5) 6,25 m2.  6. 1) â 4 ðàçà óâåëè÷èòñÿ; 2) â 9 ðàç
óìåíüøèòñÿ; 3) íà 28 cm2 óâåëè÷èòñÿ . 11. 2) 3,6 dm; 3) 68 mm; 5) 80 dm. 13. 359,12 òûñÿ÷
km2. Òåìû 46–47. 2. 1) P = 65,8 cm, S = 87 cm2; 3) P = 7,4 dm, S = 3 dm2. 4. S = 5000 m2. 5.
1) P = 126 cm, S = 920 cm2. 8. 12 cm. 9. 1) S = 500 cm2; 2) a = 12 cm; 3) ha = 5 cm. 11. 1) â 1,6
ðàçà óâåëè÷èòñÿ; 2) â 6,25 ðàçà óìåíüøèòñÿ. 13. 2) 280 cm2; 4) 4,8 dm2. 14. P = 42 cm. 15.
S = 280 cm2. Òåìà 48. 2. 1) 14 cm2; 2) 150 cm2. 3. 4 cm. 4. 5 : 1. 8. 1) 756 cm2; 2) 84 cm2;
3) 192 cm2. 10. 60 cm. 11. 7,5 dm2.  Òåìû 49–50. 2. 1) 32 cm. 3. 1) 512 cm2; 2) 1,62 dm2. 4.
12 cm. 5. 5 cm. 7. 1) 1,35 dm2; 2) 180 cm2; 3) 8 cm2. 8. 1) 87 cm2; 2) 14 cm. 10. 1) 0,5a2 êâ. åä.
11. 360 cm2. 12. 1) 2,45 dm2; 2) 238 cm2; 3) 31,5 cm2. 14. 1) 1,44 m2. 15. 1) 140 cm2. Òåìà 51.
1. 2125 êâ. åä. 2. (a + b) · c. 3. 144 cm2. 5. 16 êâ. åä. 6. 1) 20,8 km; 2) 8 km.

Ãëàâà V. Òåìà 55. 3. AB è BD ñåêóùèå. 4. 25 cm.  5. 1) R = 5 cm; 2) R < 5 cm; 3) R > 5 cm.
8. CD. Òåìà 56.  2. 1) Îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíóòðåííûì îáðàçîì; 2) îêðóæíîñòè
íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, îäíà èç íèõ íàõîäèòñÿ âíóòðè äðóãîé. 3. 1) 10 cm; 2) 2 cm. 6.
1) 144°; 2) 96°; 3) 210°; 4) 200°; 5) 260°; 6) 306°; 7) 276°. 7. 1) 160°, 200°; 2) 80°, 280°. 8. 70°. 9.
1) 72°; 2) 60°; 3) 40°; 4) 36°; 5) 30°.  10. 1) 15,6 cm; 2) 21 cm; 3) 1,6 dm. Òåìà 57. 3. AC = 10 cm.
4. 1) ÐACB = 44°; 3) ÐAEP = 100°. 5. 36°, 60°, 84°. 6. 1) 100° èëè 80°; 2) 126° èëè 54°. 7.
ÐBAC = 20°. 8. 100°. Òåìà 58.  3. 220°. 4. à) x = 45°; á) x = 30°; â) x = 90°. 5. 30°. 6. 1) ÐABC = 20°;
2) ÐABC = 60°; 3) ÐABC = 36°; 4) ÐABC = 54°; 5) ÐABC = 36°. 7. 1) 100°; 40°;  40°. 8. 1) 144°;
2) 120°; 3) 40°; 4) 72°. 9. 1) 128°; 3) 76°. Òåìà 59. 3. 4 cm. 6. 8 cm. 9. 10 cm. 11. 90°.

Ãëàâà VI. 1. 38°, 158°, 44°, 120°. 2. 52 cm. 3. 48 cm. 4. 1) 12 cm2; 4,8 cm; 2) 108 cm2; 14,4 cm.
6. 44 cm.  7. 10 cm.  9. 3 cm.  10. 180 cm2.  13. 60 dm, 14,4 dm.  14. 30°, 150°, 150°, 30°.

17. Óìåíüøèòñÿ íà 9 %.  19. 96 cm.  20. 28 cm. 22. 1) (1; –1); 2) (–2; 2).  23. 1 1
2 4

BO a b= +
uuuur rr

25. 60°.  26. 144°.  27. 72 cm.  28. 12 cm, 4 cm.  29. 1) óìåíüøèòñÿ íà  4 cm2; 2) óâåëè÷èòñÿ
íà 128 cm2.htt
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